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ВВЕДЕНИЕ  

Актуальность темы исследования. Из содержания программ развития 

автомобильных дорог, проводимых в последние годы правительствами отдельных 

областей РФ, по состоянию на начало 2016 г. до 40% мостовых сооружений на 

автомобильных дорогах отдельных регионов страны находятся в 

неудовлетворительном состоянии [20,21]. Также, согласно содержанию проекта, 

разрабатываемого правительством РФ, «Стратегия развития железнодорожного 

транспорта в Российской Федерации до 2030 года»: «На сети железных дорог ОАО 

«РЖД» эксплуатируется более 30 тыс. мостов, виадуков и путепроводов, из 

которых 45,2% построены еще в период 1861-1931 гг» [26]. Таким образом для 

мостового хозяйства России сохраняется общая негативная оценка состояния. 

Данная проблема характерна для большинства развитых стран, размеры мостового 

хозяйства которых не позволяют своевременно выявлять и устранять дефекты в 

конструкции. Одним из способов решения данной проблемы является переход от 

планового подхода к индивидуальному: обслуживание и ремонту каждого моста, 

на основе данных о его текущем состоянии и динамики изменения состояния в 

прошлом. При таком подходе, для достижения наилучшего результата, оценка 

технического состояния сооружения должна даваться с малой периодичностью, 

поэтому целесообразным является использование постоянной пассивной 

вибродиагностики технического состояния мостовых сооружений [141]. Данный 

вид мониторинга не требует применения специальных средств возбуждения 

колебаний сооружения, позволяет своевременно выявлять повреждения, 

рассчитать остаточный срок службы мостового сооружения, а также повысить 

безопасность его эксплуатации. Однако на сегодняшний день применение систем 

постоянного мониторинга в значительной степени ограничено, что обусловлено 

недостаточно проработанной нормативной базой, отсутствием методов, 

позволяющих точно определять место и степень повреждения моста, а также 

сложностью разработки подобных систем.  
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Таким образом разработка методов постоянного вибрационного пассивного 

мониторинга технического состояния мостовых сооружений является в настоящее 

время актуальной проблемой. 

Степень разработанности темы исследования. Исследованиями в области 

постоянного вибрационного пассивного мониторинга сооружений занимались 

следующие авторы: Живаев А.А., Редченко В.П., Кадомцев М.И., Шатилов Ю.Ю., 

Голубова Т.А., Londono N.A., Neitzel F., Patel S.G., Kim C.W., Wenzel H., Reisharm 

P.H., Brownjohn J.M., Cury A., Omenzetter P., Lu K., Li Z.X., Chan T.H.T., Fujino Y., 

Ko J.M., Fu Y., De Wolf J.T. а также специалисты организации «Институт 

Гипростроймост-СПб».

Методы оценки состояния сооружений при проведении пассивного 

мониторинга, часто совпадают с теми, которые применяются при проведении 

активного мониторинга, с использованием специальных систем возбуждения 

конструкции. В связи с эти следует отметить также следующих авторов, 

занимавшихся исследованиями в области активного вибрационного мониторинга: 

Агафонов В.М., Донец Н.А., Цернант А.А., Звягинцева А.Н., Павлова Е.И., 

Казакевич М.И., Коргина М.А., Лазебник Г.Е., Савин С.Н., Демишин С.В., 

Ситников И.В., Лянин А.А., Mehmet C., Mufti A., Chowdhury F.H., Raihan M.T., 

Michael L., Matthias W., Andrea E., Pines D., Emin A., Sikorsky C., Rohrmann R.G., 

Benzoni G., Bonessio N., Brownjohn J.M., Doebling S.W., Farrar C.R., Ko J.M., Sun 

Z.G., Aktan A.E., Catbas F.N., Chang S.P., Lee J., Kim S., Tang J., Leu K., Fu Y., Wolf 

J.T., Mazurek D.F., DeWolf, J.T., Jang S.

          На основании проведённого обзора и анализа литературных источников 

были сформулированы цель и задачи исследования. 

Цель и задачи исследования. Целью диссертационного исследования 

является разработка метода постоянной пассивной вибродиагностики 

технического состояния автомобильных мостов с использованием данных о 

колебаниях этих сооружений, вызванных случайными или регулярными слабыми 

воздействиями природного или техногенного характера. 
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Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие 

основные задачи исследования: 

• анализ нормативных документов, регулирующих проведение пассивного и 

активного вибрационных мониторингов сооружений;  

• анализ и сравнение опыта применения прогрессивных методов пассивного 

мониторинга технического состояния мостовых сооружений;  

• разработка метода мониторинга технического состояния мостовых сооружений 

по данным об их колебаниях под действием слабых природных и техногенных 

воздействий; 

• разработка расчетной программы для моделирования работы мостовых 

сооружений под действием случайных или регулярных слабых воздействий 

природного или техногенного характера; 

• исследование влияния температурных изменений и принятых допущений на 

точность оценки технического состояния мостовых сооружений; 

• моделирование движения случайного автомобильного потока по мосту; 

• исследование возможности применения данных о колебании мостовых 

сооружений под действием слабых землетрясений для проведения пассивного 

вибрационного мониторинга технического состояния конструкции. 

В работе представлены результаты теоретических исследований, выполнен анализ 

и сравнение решений, полученных разными методами. 

Объект исследования. Объектом исследования в диссертационной работе 

являются мостовые сооружения.  

Предмет исследования. Предметом исследования в диссертационной 

работе являются методы постоянного пассивного мониторинга технического 

состояния мостовых сооружений. 

Научная новизна результатов исследования, полученных автором 

диссертации, состоит в следующем: 

1) предложен метод постоянного пассивного вибрационного мониторинга 

технического состояния мостовых сооружений с использованием данных об их 
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колебании под действием слабых природных и техногенных воздействий, 

отличающийся от существующих подходов тем, что позволяет выявить те 

элементы моста, техническое состояние которых следует определять с 

использованием индивидуальных датчиков для достижения требуемой точности; 

2) исследована возможность проведения постоянного пассивного 

вибрационного мониторинга мостовых сооружений в случае использования 

данных об их колебаниях под действием слабых землетрясений; 

3) разработан метод оценки технического состояния опор и опорных устройств 

мостов по данным о колебаниях этих сооружений под действием тормозной 

автомобильной нагрузки; 

4) предложен метод учета влияния изменения температуры на модальные 

параметры мостовых сооружений при проведении постоянного пассивного 

вибрационного мониторинга их состояния; 

5) разработаны методы построения балочных конечных элементов на 

двухпараметрическом упругом основании и трехмерных конечных элементов, с 

использованием теории разработанной д.т.н. Е.Н. Курбацким. Методы отличаются 

от существующих тем, что в них отсутствует необходимость использования 

нелогичного моделирования континуума и элементов конструкции моста, 

сосредоточенными массами и пружинами. На основе этих методов была 

разработана программа для определения динамических характеристик мостовых 

сооружений. 

Теоретическая значимость работы. Результаты исследований позволяют:  

- научно обосновывать применение данных о колебаниях мостов во время 

землетрясений для оценки технического состояния сооружений; 

- моделировать колебания мостовых транспортных сооружений под действием 

случайных или регулярных слабых воздействий природного или техногенного 

характера. 

Практическая значимость работы. Полученные результаты, выводы и 

предложения, изложенные в работе, могут быть использованы при проведении 
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постоянного пассивного мониторинга технического состояния мостовых 

сооружений Российской Федерации. 

Методология и методы исследований. В работе использованы методы 

математической статистики, построение математических моделей 

рассматриваемых систем, их численный и аналитический анализ, сопоставление 

результатов, полученных разными методами. 

Положения, выносимые на защиту: 

- разработанный метод постоянного пассивного мониторинга мостовых 

сооружений с использованием данных об их колебании под действием слабых 

природных и техногенных воздействий; 

- разработанный метод оценки технического состояния опор и опорных 

устройств транспортных мостовых сооружений при проведении постоянного 

пассивного вибрационного мониторинга; 

- предложенные методы построения балочных и трехмерных конечных 

элементов; 

-  модель движения случайного автомобильного потока по мосту, позволяющая 

генерировать функции искусственных транспортных нагрузок на модели 

автомобильных мостов, с любым требуемым шагом дискретизации по времени; 

- предложенный метод учета влияния температуры на модальные параметры 

сооружений при проведении постоянного пассивного вибрационного мониторинга 

мостовых сооружений; 

- результаты исследования возможности применения данных о колебаниях 

мостовых сооружений под действием слабых землетрясений для проведения 

постоянного пассивного мониторинга. 

Степень достоверности и апробация результатов. Достоверность 

полученных результатов обеспечивается корректностью применения 

апробированных научных методов. В диссертации используются известные 

положения теории упругости и теории распространения волн, интегральное 

преобразование Фурье. 
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Достоверность исследований подтверждается достаточной сходимостью 

результатов, полученных с использованием численных методов с результатами 

более ранних исследований другими авторами. Разработанная модель движения 

случайного автомобильного потока по мосту базируется на данных отраслевой 

статистической информации. 

Основные научные результаты докладывались: 

− на заседании кафедры «Мосты и тоннели» РУТ (МИИТ); 

− на второй международной научно-практическая конференции «Инновационные 

технологии в образовании и науке» г. Чебоксары 10 сентября 2017; 

− на всероссийской конференции с международным участием «Современное 

состояние, проблемы и перспективы развития отраслевой науки» г. Москва 19 

декабря 2017. 

Публикации. По результатам исследований опубликовано 7 печатных работ, 

в том числе 4 статьи – в рецензируемых ведущих научных изданиях, 

рекомендованных ВАК РФ 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, пяти глав, 

заключения с изложением основных результатов и выводов, списка 

использованных источников из 153 наименований и содержит 140 страниц, 37 

рисунков и 16 таблиц. 
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ГЛАВА 1 ПОСТОЯННЫЙ ПАССИВНЫЙ ВИБРАЦИОННЫЙ 

МОНИТОРИНГ ТЕХНИЧЕСКОГО СОСТОЯНИЯ МОСТОВЫХ 

СООРУЖЕНИЙ 

1.1. Общие замечания 

Для осуществления безопасной эксплуатации мостовых сооружений 

необходимо проводить проверку принятых на этапе проектирования допущений, 

учитывающих неполноту информации о параметрах моста и грунтового основания, 

а также учитывать текущее состояние конструкции. Данная проверка может быть 

осуществлена путем анализа реакции сооружения на воздействие, параметры 

которого близки к расчетному. Однако, в виду редкости подобных событий и их 

потенциальной опасности, предпочтительней заранее уточнить параметры 

сооружения, выявить изменения в его состоянии и скорректировать максимальные 

допускаемые реакции. До недавнего времени, для этого требовалось проводить 

визуальный осмотр, использовать специальные системы нагружения конструкции 

и проводить отбор образцов материалов [37,54,111,152]. Недостатками данных 

методов являются необходимость перекрытия движения, невозможность 

проведения постоянного мониторинга или его высокая стоимость [7]. 

Последние достижения в области беспроводных и компьютерных 

технологий, появление новых типов датчиков и снижение их себестоимости 

позволили осуществлять постоянный вибрационный пассивный мониторинг 

состояния сооружения, использующий данные о его колебаниях под действием 

случайных или регулярных слабых воздействий природного и техногенного 

характера [116]: ветровая, транспортная и слабая сейсмическая нагрузки, а также 

воздействие потока воды. Данный вид мониторинга лишен вышеназванных 

недостатков и, при условии установленных в достаточном количестве датчиков 

колебания, позволяет не только дать оценку технического состояния моста в любой 
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момент времени, но и скорректировать параметры принятой на этапе 

проектирования расчетной модели [122]. 

Многие страны в настоящий момент осуществляют на своей территории 

программы постоянного вибрационного мониторинга мостов на дорогах общего 

пользования. Среди таких программ можно выделить следующие: California strong 

motion instrumentation program (CSMIP), the United States geological survey (USGS), 

Network for earthquake engineering simulation (NEES), проекты, осуществляемые 

Centre for Structural Innovation and Monitoring Technologies Inc. (SIMTReC). Целью 

их проведения является решение следующих задач: 

1) определение технического состояния мостовых сооружений; 

2) обнаружение повреждений/неупругих деформаций в конструкции моста; 

3) проверка принятой на этапе проектирования модели сооружения [152]; 

4) повышение качества проводимого комплекса работ по содержанию, 

обслуживанию и ремонту сооружения, а также снижение стоимости данных 

работ [111]; 

5) проверка положений нормативных документов; 

6) исследование взаимодействия сооружения и основания; 

7) оценка влияния изменения параметров окружающей среды на работу моста 

[152]; 

8) оценка влияния нелинейного поведения материала моста на его работу; 

9) построение графика расчетного срока службы мостовых сооружений [54]. 

Оценка технического состояния мостовых сооружений является наиболее 

важной и в тоже время одной из самых сложных задач, решаемых при проведении 

вибрационного мониторинга мостов. В зависимости от требуемой информации, 

системы мониторинга состояния сооружений делятся на четыре категории 

сложности [122]: 

1) базовая система способная зафиксировать факт наличия повреждений; 

2) система может определить место повреждения; 

3) система может определить серьезность повреждения; 
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4) система может определить уровень угрозы представляемой сооружением в 

случае его дальнейшей эксплуатации. 

В зависимости от требуемой категории сложности системы мониторинга состояния 

сооружения, меняется как набор оборудования, так и методы анализа полученных 

данных. В настоящий момент наиболее часто используемыми являются системы 

первой и второй категорий, что обусловлено высокой сложностью более 

совершенных систем. 

В общем случае методы вибродиагностики сооружений могут быть условно 

разделены, по типу источника возбуждения сооружения, на активные и пассивные. 

В первом случае, к конструкции прикладывается искусственная импульсная или 

гармоническая вибрационная нагрузки с использованием специального 

оборудования. Во втором случае специальная система нагружения конструкции не 

требуется, а в качестве нагружения используются случайные или регулярные 

фоновые воздействия природного или техногенного характера: транспортная 

нагрузка, воздействие ветра и воды, а также слабые землетрясения. В настоящее 

время использование пассивных методов вибродиагностики мостов получило 

широкое распространение в связи со сравнительно малой стоимостью проведения 

подобных испытаний и отсутствием необходимости перекрытия движения. В тоже 

время, практически все виды случайных фоновых воздействий природного и 

техногенного характера, носят нестационарный, неэргодический характер. Это 

означает, что пассивный вибрационный мониторинг состояния мостов требует 

значительного увеличения времени регистрации параметров колебания, а 

доверительная вероятность полученных результатов невелика [5].  

1.2. Методы оценки технического состояния мостовых сооружений по 

данным пассивного и активного мониторингов 

В настоящее время существует множество методов оценки технического 

состояния мостового сооружения, с использованием данных об их колебаниях под 

действием динамических нагрузок. Среди этих методов можно выделить 



14 
 

модальные методы, предполагающие исследование динамических характеристик 

сооружения, и позволяющих осуществлять постоянный пассивный мониторинг. 

Они делятся на два типа: 

1) Контроль изменения модальных параметров сооружения: собственных частот и 

форм колебания, коэффициентов демпфирования. Данная группа методов 

предполагает определение значений модальных параметров и дальнейшее их 

сравнение с эталонными значениями. 

1.1) контроль изменения собственных частот сооружения. Значения могут быть 

определены следующим образом: 

1.1.1) определение положения пиков на графиках спектров Фурье, спектрах 

мощности и графиках передаточных функций; 

1.1.2) аппроксимация передаточной функции полиномиальной функцией 

[113,115]. Значения модальных параметров сооружения определяются с 

использованием параметров полученной полиномиальной функции 

[113]. Данный метод позволяет учесть влияние соседних форм 

колебания. 

1.2) контроль изменения собственных форм колебания сооружения. Значения 

могут быть определены следующим образом: 

1.2.1) определение значения собственных форм по мнимой части 

передаточной функции; 

1.2.2) аппроксимация передаточной функции полиномиальной функцией.   

1.3) контроль изменения модальных коэффициентов демпфирования 

сооружения. Значения могут быть определены следующим образом: 

1.3.1) коэффициент демпфирования определяется, исходя из ширины полосы 

частот на уровне половинной мощности модуля передаточной функции на 

собственной частоте (Рисунок 1.1) (Уравнение 1.1); 

2, 1,

2
r r

r
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f f
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где rf  - собственная частота; 2,rf , 1,rf  - значения частот на уровне половинной 

мощности функции частотного отклика, что соответствует 1 / 2  амплитуды. 

 

 
Рисунок 1.1 – График передаточной функции 

 

1.3.2) аппроксимация передаточной функции полиномиальной функцией 

[113]. 

1.4) метод контроля изменения кривизны собственных форм колебаний 

сооружения [105] (Уравнение 1.2); 

1 1
2

2i i i
i h

+ −− +′′ =
φ φ φφ ,     (1.2) 

где h  - расстояние между точками «i» и «i+1»; iφ  - значение собственной формы 

колебания сооружения в i-й точке. 

Данный метод основан на предположении, что величина i
′′φ  достигает 

максимума в месте повреждения элемента. 

1.5) вейвлет-анализ. Метод позволяет проследить за изменением спектральных 

свойств сигнала с течением времени [8].  

2) Использование расчетной модели моста, для определения места и степени 

повреждения его элементов. Параметры модели корректируются в соответствии 

с модальными параметрами реального сооружения, определенными по 

результатам натурных измерений. Данная группа методов является значительно 
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более сложной в использовании и требует не только высокой квалификации 

инженера, но и точного определения модальных параметров сооружения. 

2.1) контроль изменения элементов матрицы податливости (Уравнение 1.3); 

[ ] [ ] 2

1 TF    =    
φ φ

ω
     (1.3) 

где 2

1 
  ω

 - диагональная матрица обратной величины квадрата частоты. 

2.2) Контроль изменения элементов матрицы жесткости; 

2.3) Метод минимизации разности матрицы жесткости поврежденного и 

эталонного сооружения [29]; 

2.4) сравнение матриц чувствительности сооружения в эталонном и 

поврежденном состояниях; 

2.5) контроль изменения элементов матрицы передаточных функций [95]. 

2.6) «stochastic Subspace Identification Method (SSI)». Данный метод, 

получивший широкое распространение в последнее время, позволяет, путем 

представления конечно-элементной модели сооружения в виде дискретной 

во времени модели пространства состояний, определить динамические 

параметры системы без необходимости определения функций 

вынуждающих сил. 

Среди существующих методов оценки технического состояния сооружений 

следует также отметить методы индексов повреждения. Данные методы, несмотря 

на свою простоту, позволяют быстро дать оценку степени повреждения элементов 

сооружения и его общего состояния. При определении индексов повреждений 

могут применяться следующие параметры, характеризующие состояния 

сооружения: 

1) величина деформаций (коэффициент равный отношению величины 

максимальных перемещений к величине перемещений при которых напряжения 

в элементе достигают предела текучести); 

2) величина рассеиваемой элементом энергии; 

3) комбинированные методы; 
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4) изменение модальных параметров (отношение значений модальных параметров 

сооружения до и после повреждения). 

Также, в зависимости от учета или неучёта циклического нагружения сооружения, 

эти методы делятся соответственно на кумулятивные и некумулятивные методы. 

Выбор того или иного метода оценки технического состояния сооружения 

определяется требуемым набором данных о состоянии сооружения: факт наличия 

повреждения, место повреждения, серьезность повреждения и опасность, 

представляемая поврежденным сооружением в случае дальнейшей эксплуатации. 

Вместе с тем следует учитывать, что чем более подробные данные о состоянии 

сооружения требуются, тем более сложные методы необходимо использовать, и 

тем выше должна быть точность измерения модальных параметров.  

1.3.  Положения современных нормативных документов, регулирующих 

проведение пассивного вибрационного мониторинга состояния мостов 

Несмотря на то, что мосты являются одними из самых сложных и важных 

сооружений в транспортной инфраструктуре любой страны, на сегодняшний день 

существует сравнительно небольшое число нормативных документов и 

руководств, регулирующих проведение постоянного пассивного вибрационного 

мониторинга их состояния [5,9,31,97,141,151]. Рассмотрим основные положения 

этих документов: 

• непрерывный пассивный вибрационный мониторинг состояния моста 

проводится с целью выявления опасного состояния конструкции и определения 

ее параметров; 

• мониторинг состояния моста должен проводиться с использованием данных о 

колебании вызванных различными источниками: движение транспорта, 

ветровая нагрузка, пешеходная нагрузка, водяной поток, ледовая нагрузка и т.д. 

[31]; 

• мониторинг должен включать в себя контроль состояния опорных устройств, и 

учитывать старение материалов моста; 
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• мониторинг моста рекомендуется проводить на этапе строительства с целью 

определения безопасности проведения строительных работ; 

• максимальный уровень шума в измерениях и требуемые доверительные 

границы должны быть получены из анализа чувствительности к ошибкам; 

• данные используемые для калибровки модели моста следует проверять на 

наличие шумов и систематических ошибок измерения; 

• калибровка и дальнейшая проверка модели мостового сооружения должна 

проводится двумя различными наборами данных; 

• для подтверждения параметров расчетной модели моста и проведения 

дальнейшего мониторинга необходимо следующее: 

− учитывать влияние временных конструкция и дорожного покрытия; 

− скорректировать параметры демпфирования в расчетной модели после 

анализа данных мониторинга сооружения; 

− учитывать условия опирания; 

− определить собственные частоты колебания опоры и основания; 

− определить нелинейные параметры грунта; 

− использование данных о реакции сооружения на микросейсмическое 

воздействие может давать неточные результаты из-за малых амплитуд. В 

случае, если отношение мощностей сигнала и шума меньше 3, в расчет 

должны вводиться корректировки или вместо этого проводятся испытания 

моста принудительным возбуждением. 

• влияние износа или повреждения на параметры конструкции обычно невелико, 

поэтому при проведении мониторинга следует также использовать местное 

возбуждение конструкции и феномен биения; 

• использование микросейсмического воздействия в качестве источника 

возбуждения моста требует установки значительно большего числа датчиков, 

чем в случае других видов источников; 
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• для определения параметров конструкции инженер может проводить расчет во 

временной области или в области частот. В зависимости от поставленной задачи 

предпочтение отдается одному из следующих методов: 

− коэффициенты демпфирования следует определять во временной области; 

− в случае значительной нелинейности и амплитудной зависимости анализ 

проводится во временной области; 

− каждую форму колебаний следует рассматривать во временной области 

отдельно; 

− определение собственных частот колебания системы следует проводить в 

области частот с применением фильтров: низкочастотный, высокочастотный 

и полосовой; 

− в случае наличия сейсмоизоляторов в конструкции моста или проявления 

амплитудной зависимости в опорных устройствах собственные частоты 

изменяются вместе с амплитудой колебания. В этом случае необходимо 

проводить сравнение во временной области полученных во время 

мониторинга данных с одномодовыми данными. 

• при оценке состояния сооружения следует учитывать следующие факторы: 

− погрешность в измерениях; 

− изменение параметров сооружения во времени; 

− расхождение между реальными и вычисленными параметрами сооружения. 

• в случае определения общей реакции сооружения следует избегать установки 

датчиков на элементы конструкции чувствительные к местным вибрациям; 

• при проведении мониторинга состояния моста во время слабого землетрясения 

необходимо вести запись колебаний основания и опоры моста для учета их 

взаимодействия. Мониторинг колебаний свободного поля следует вести на 

достаточном удалении от опор моста; 

• мониторинг сооружения должен дополняться периодическими испытаниями 

принудительным возбуждением; 
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• в общем случае любая система мониторинга состояния сооружения должна 

дополняться системой контроля состояния окружающей среды: температура, 

влажность и т.д. 

Исходя из проведенного обзора нормативных документов можно сделать вывод, 

что в настоящее время не существует единого общепринятого метода постоянного 

пассивного вибрационного мониторинга технического состояния мостовых 

сооружений. 

1.4.  Анализ мирового опыта применения активного и пассивного методов 

вибрационного мониторинга технического состояния мостовых сооружений 

Определение наличия повреждений в конструкции моста, места повреждения 

и степени повреждения, являются одними из самых сложно-решаемых инженерных 

задач. Поэтому, несмотря на значительный прогресс в данной области, в настоящий 

момент не существует надежных методов, позволяющих давать оценку состояния 

любого моста [43]. Рассмотрим примеры успешного определения технического 

состояния мостов с использованием данных полученных во время пассивного и 

активного вибрационного мониторингов: 

− Kato M., Shimada S. (1986) [37]. Тест импульсной нагрузкой железобетонного 

преднапрягаемого пролетного строения показал значительное изменение 

собственных частот колебания системы при нарастании нагрузки вплоть до 

критической. Коэффициенты демпфирования менялись слабо. 

− Biswas M. (1990) [58]. Повреждение неразрезного двухпролетного моста 

моделировалось путем ослабления нескольких болтов соединения стальных 

балок пролетного строения. Изменения на спектрах Фурье функций колебания 

были малозаметны и не позволяли идентифицировать повреждения, поэтому 

вместо них использовались графики отношений спектров Фурье в целом и 

поврежденном состояниях. Значения собственных частот колебания 

конструкции изменились незначительно. 
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− Mazurek T.F., De Wolf J.T. (1990) [53]. Моделировалось повреждение 

двухпролетного моста: разрушение опорного устройства и распространение 

трещины в промежуточной опоре. В первом случае наблюдалось значительное 

изменение значений собственных частот и форм колебания, проявление новых 

форм колебания. Во втором случае произошла небольшая сдвижка собственных 

частот, величина которой нелинейно зависела от размеров трещины. Вместе с 

тем, трещина оказала значительное влияние на формы собственных колебаний. 

− Tang J., Leu K. (1991) [127]. Согласно результатам проведенного исследования 

мостов, изменение форм собственных колебаний, является более точным 

показанием наличия повреждения чем изменение собственных частот. Для 

использования собственных частот система мониторинга должна улавливать 

изменения порядка одной сотой герца. 

− Toksoy T., Aktan A.E. (1994) [131]. По результатам испытания 32-х метрового 

трехпролетного моста, авторы пришли к заключению, что отсутствие точной 

модели сооружения и основания, не позволяет проводить эффективный 

мониторинг состояния моста модальными методами. 

− Farrar C.R., Jauregui D. (1996) [58]. Провели сравнение четырех методов 

обнаружения повреждений на конечно-элементной модели моста, на котором 

ранее проводились испытания вынужденным возбуждением с поэтапным 

разрезанием фланца балки пролетного строения. Были рассмотрены следующие 

методы: метод индекса повреждения, метод кривизны собственных форм 

колебания, метод контроля изменения матрицы гибкости, метод контроля 

изменения матрицы жесткости. Каждый из методов корректно определил место 

повреждения только в случае серьезных повреждений.  

− Fu Y., De Wolf J.T. (2001) [138]. Провели эксперимент, показавший, что при 

низких температурах поворот опорных устройств ограничен и частота 

собственных колебаний моста значительно изменяется. 

− Park S. (2001) [37]. Модальные параметры двухпролетного моста были 

использованы для определения места повреждения с использованием метода 
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индекса повреждения. Визуальный осмотр подтвердил хорошее совпадение с 

результатами расчета. Однако было отмечено, что внешние условия 

значительно влияют на точность эксперимента. 

− Ko J.M. (2002) [58,84]. Разработана многоступенчатая система обнаружения 

повреждений для вантового моста в Гонконге, использующая модальные 

параметры, полученные системой мониторинга сооружения и точную 

трехмерную модель моста. На первом этапе использовалась автоассоциативная 

нейронная сеть сравнивавшая измеренные и эталонные собственные частоты. 

Целью второго этапа являлось определение поврежденного пролета. Для этого 

проводился анализ изменений кривизны собственных форм колебания и 

применялся метод модальной гибкости. Третий этап состоял из определения 

конкретного элемента с использованием многослойной нейронной сети. 

Результаты применения данной системы показали, что в связи с малой 

чувствительностью моста к повреждениям степень ущерба может быть 

определена только в случае серьезных повреждений. 

− Fujino Y. (2002) [37]. Показал, что такие источники вибрации как ветер и 

землетрясения включают широкий спектр частот и могут применяться для 

определения модальных параметров мостов. Вместе с тем, использование 

случайных вибраций осложняет определение значений высоких собственных 

частот, необходимых для обнаружения локальных повреждений, в следствии 

наличия шумов. 

− Li Z.X., Chan T.H.T. (2006) [58]. Использовали модальные параметры для 

определения места повреждения стального балочного моста используя 

микросейсмическое воздействие. Данные полученные по окончании полевых 

испытаний позволили определить три первых собственных частоты моста. 

Кривизна форм колебания была определена численно с использованием 

кубической полиномиальной функции. Результат эксперимента показал 

хорошее совпадение реального места расположения повреждения с расчетным 

несмотря на ложные срабатывания. 
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− Cardini A.J., De Wolf J.T. (2009) [37]. Опубликовали результаты эксперимента, 

начатого в 1999 году с использованием различных типов датчиков, 

установленных на балочном мосту. Авторы указывают на высокую 

чувствительность сдвига нейтральной оси к наличию трещин и предложили 

использовать его в качестве нового индекса повреждения для железобетонных 

мостов. 

− Benzoni G. (2013) [37]. Предложил метод сравнения потенциальной энергии 

отдельных мод сооружения в эталонном и поврежденном состояниях. Метод 

показал высокую точность определения места и характера повреждения.   

− Донец Н.А. (2013) [8]. На примере металлической балки и катящегося по ней 

стального шара показал возможность определения наличия множественных 

повреждений путем записи колебания движущегося транспортного средства, и 

дальнейшего вычисления показателей Гёльдера. Сравнение данных 

показателей, полученных для балки в ее эталонном и текущем состояниях, 

позволило не только определить факт наличия повреждения, но и место 

повреждения. 

− Ge-Wei Chen (2015) [45]. Проведено сравнение расчетных собственных частот и 

форм колебания многопролетного балочного железобетонного моста с 

коробчатым сечением с реальными для нескольких сценариев повреждения. 

Жесткость середины главного пролета была снижена на 20% и 50%. Отмечено 

что данное повреждение оказывает различное влияние на собственные частоты: 

от незначительного до сдвига на 50%.  

Проведенный анализ показал, что наиболее часто используемым методом оценки 

технического состояния мостов, является контроль изменения модальных 

параметров сооружения. Это объясняется простотой требуемых измерений и 

расчетов, что в свою очередь позволяет использовать простые системы 

вибрационного мониторинга и осуществлять частые измерения без необходимости 

проведения сложных расчетов. Последнее важно, в связи с малой доверительной 

вероятностью результатов пассивного мониторинга и влиянием температурных 
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изменений на модальные параметры моста. Вместе с тем, такой подход не 

позволяет реализовать систему мониторинга, категория сложности которой выше 

первой и потому в настоящее время разрабатываются новые методы. 

Важно заметить, что, и в нормативных документах, и в научных работах 

других исследователей отмечается необходимость учета температурных 

изменений при проведении вибрационного мониторинга технического состояния 

мостовых сооружений. На рисунках 1.2-1.4 показано как изменение температуры 

влияет на собственные частоты мостовых сооружений [90,91]. Изменение 

модальных параметров моста в зависимости от температуры объясняется 

изменением модуля упругости и коэффициента демпфирования материалов моста 

[75,101], а также изменением параметров грунта, слагающего грунтовое основание 

опор моста. 

 

 
Рисунок 1.2 – График зависимости собственной частоты колебания 

железобетонного балочного моста Конфедерации, Канада от температуры [91] 
 

 
Рисунок 1.3 – График зависимости собственной частоты колебания 

железобетонного балочного моста Westend Bridge, Германия от температуры [90] 
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Рисунок 1.4 – График зависимости собственной частоты колебания 

сталежелезобетонного балочного моста Gaertnerplatz Bridge, Германия от 

температуры [90] 

 

Также следует отметить возможность скачкообразного изменения значения 

модальных параметров сооружений при температуре близкой к 0с (Рисунок 1.5) 

[101]. Такое изменение объясняется замерзанием грунта основания и нелинейным 

поведением материалов опорных устройств.  

 

 

Рисунок 1.5 – График зависимости значения собственной частоты колебания 

железобетонного преднапрягаемого моста Z24, Швейцария от температуры [101] 
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1.5. Виды и степень повреждений мостовых сооружений, определяемые при 

проведении постоянного вибрационного пассивного мониторинга. 

При проведении постоянного пассивного вибрационного мониторинга 

мостовых сооружений, оценка их технического состояния обычно даётся на 

основании сравнения текущих значений параметров, характеризующих состояние 

конструкции, и эталонных. В большинстве случаев за эталонные значения 

принимаются, те, которые были получены на ранних этапах проведения 

мониторинга, или после ремонта сооружения. Таким образом, в случае 

использования данного вида мониторинга, определение наличия дефектов 

конструкции, обусловленных конструктивными ошибками при строительстве [9], 

невозможно. 

Применяемые в настоящее время методы оценки технического состояния 

сооружений, разработанные на основе предположения о влиянии повреждений 

сооружения на его модальные параметры, в большинстве случаев предполагают 

использование данных о колебаниях конструкции в линейной стадии, когда 

изменением ее модальных параметров вследствие нелинейного поведения 

материалов и геометрической нелинейности конструкции можно пренебречь. 

Таким образом использование только пассивного вибрационного мониторинга 

делает своевременное обнаружение серьезных повреждений невозможным. 

Рассмотрим основные возможные причины возникновения повреждений и 

дефектов мостовых сооружений [7]: 

1) сейсмические воздействия; 

2) естественное старение материалов моста; 

3) размытие грунта у опор моста [82]; 

4) человеческий фактор при управлении транспортом; 

5) некачественное содержание и эксплуатация сооружения; 

6) конструктивно-технологические ошибки. 

Особый интерес среди перечисленных причин повреждений мостовых сооружений 

представляют те из них, которые могут привести к появлению малозаметных (при 
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проведении обследования), но потенциально-опасных повреждений. К таким 

причинам можно отнести следующие: землетрясения, разжижение грунта и 

размытие грунта вокруг опор моста (местный размыв). Повреждения, порождаемые 

подобными воздействиями и явлениями (повреждение фундаментов опор, 

повышение гибкости опор), могут оказывать слабое влияние на работу сооружения 

и долгое время оставаться необнаруженными, снижая при этом расчетную 

несущую способность сооружения. Вместе с тем, такие повреждения неизбежно 

оказывают влияние на динамические характеристики сооружений и, 

следовательно, могут быть обнаружены при проведении постоянного пассивного 

вибрационного мониторинга. 

1.6. Основные подходы, применяемые при проведении постоянного 

пассивного мониторинга 

На основании проведенного ранее в данной главе анализа нормативных 

документов и обзора литературы автором было выделено три основных возможных 

подхода при проведении постоянного пассивного мониторинга мостовых 

сооружений: 

Тип 1. Осуществляется мониторинг состояния наиболее вероятных участков 

повреждения сооружения [147] с использованием таких датчиков как: 

тензометры, датчики деформаций, волоконно-оптические тензодатчики и 

акселерометры. Данный подход позволяет повысить точность системы 

мониторинга, но в тоже время значительно ее усложняет. 

Тип 2. Осуществляется мониторинг общего состояния сооружения с 

использованием модальных и немодальных методов: контроль изменения 

модальных параметров сооружения, контроль изменения элементов матрицы 

жесткости или гибкости, отслеживание положения нейтральной оси балки 

пролетного строения. Основными типами датчиков являются акселерометры и 

сейсмометры. 
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Тип 3. Осуществляется мониторинг максимальных реакций сооружения и 

проводится их сравнение с предельно-допустимыми значениями. Основными 

типами датчиков являются акселерометры, сейсмометры, датчики 

относительных деформаций. 

В таблице 1.1 представлены основные недостатки данных трех подходов. 

 

Таблица 1.1 – Недостатки трех основных подходов при проведении мониторинга 

мостовых сооружений. 

Недостатки 
Тип мониторинга 

Первый Второй Третий 

Высокая стоимость системы мониторинга + - - 

Высокая сложность системы мониторинга + - - 

Сложность обслуживания системы мониторинга + +/- - 

Высокая сложность методов оценки состояния моста +/- +/- - 

Невозможность оценки состояния сооружения в случае его 

нелинейной работы 
- + +/- 

Невозможность точного определения места и серьезности 

повреждения. 
- + + 

Невозможность регистрации потенциально опасного состояния 

сооружения непосредственно в момент его возникновения.  
- + - 

Определение наличия повреждений невозможно - - + 

Оценка общего технического состояния мостового сооружения 

затруднительна 
+ - + 

 

1.7. Выводы 

1. Основным недостатком постоянного пассивного вибрационного 

мониторинга является необходимость использования данных о колебании 

сооружения под действием слабых природных и техногенных воздействий и, как 

следствие, невозможность определения функций внешних силовых воздействий. 

Такой подход значительно снижает достоверность результатов, в следствии чего 
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возникает необходимость в использовании датчиков контроля состояния 

отдельных элементов моста, а также требует увеличения продолжительности и 

числа необходимых измерений.  

2. Преимуществом постоянного пассивного вибрационного мониторинга 

является возможность учета изменения динамических характеристик сооружения 

в следствие температурных колебаний, что затруднительно при осуществлении 

активного мониторинга.  

3. Постоянный пассивный вибрационный мониторинг позволяет выявлять 

повреждения, оказывающие малое влияние на работу конструкции при 

эксплуатационных нагрузках, но снижающие ее несущую способность. 

4. Проведение вибрационного мониторинга затруднительно без использования 

расчетной модели наблюдаемого моста. 

5. При проведении постоянного вибрационного мониторинга сооружения 

следует комбинировать методы оценки его технического состояния. 

6. На основании проведенного обзора выделены следующие основные этапы 

проведения постоянного пассивного вибрационного мониторинга мостовых 

сооружений: 

 А. Подготовительный этап, включающий в себя: 

  а.  выбор подхода при проведении мониторинга: наиболее вероятные участки 

повреждения, общее состояние сооружения и превышение предельно 

допустимых значений; 

  б.  выбор метода мониторинга: модальные или немодальные методы; 

в.  выбор определяемых параметров, характеризующих состояние 

сооружения или его отдельного элемента; 

г.  выбор метода определения динамических характеристик сооружения, для 

случая выбора модальных методов мониторинга; 

д.  выбор типа и числа датчиков, места их установки;  

е.  выбор параметров записываемой информации; 

ж. выбор частоты проводимых измерений; 

з.  создание расчетной модели сооружения; 
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и.  определение предельно допустимых значений измеряемых параметров. 

 Б. Проведение измерений и обработка полученных данных: 

а. проводятся периодические измерения параметров, выбранных на 

подготовительном этапе; 

б. производится обработка полученной информации в соответствии с ее 

типом и выбранным методом ее анализа. 

 В. Анализ полученных данных: 

а. сравниваются полученные значения измерений с предельно допустимыми 

для данного сооружения; 

б. корректируется математическая модель сооружения в случае достижения 

предельно допустимых значений измеряемых параметров; 

в. определяется место и степень возможного повреждения сооружения; 

г. делается заключение о возможности или невозможности дальнейшей 

эксплуатации сооружения, необходимости проведения ремонтных работ, 

корректируется остаточный срок службы сооружения. 
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ГЛАВА 2 МОДЕЛИРОВАНИЕ РАБОТЫ МОСТОВЫХ СООРУЖЕНИЙ 

ПОД ДЕЙСТВИЕМ СЛАБЫХ ПРИРОДНЫХ И ТЕХНОГЕННЫХ 

ВОЗДЕЙСТВИЙ 

2.1. Общие положения 

Проведение пассивного вибрационного мониторинга технического 

состояния мостовых сооружений затруднительно без использования их расчетных 

моделей. Такие модели позволяют не только установить место и степень 

повреждения сооружения, но и провести исследование влияния внешних факторов 

и принятых допущений на точность результатов проводимого мониторинга.  

Моделирование работы мостового сооружения, колеблющегося под 

действием слабых искусственных природных и техногенных воздействий, 

предполагает учет взаимодействия каждого элемента сооружения: балка 

пролетного строения, опорные части, промежуточные опоры, их фундаменты, 

устои и грунтовый массив. Поскольку аналитическое решение такой задачи не 

представляется возможным, то следует использовать метод конечных элементов.  

В зависимости от параметров элемента мостового сооружения и характера 

его работы и взаимодействия с другими элементами системы, для его 

моделирования могут быть использованы одномерные, двухмерные или 

трехмерные конечные элементы. Так, в случае моделирования работы одиночной 

сваи, промежуточной опоры и балки пролетного строения, их удобно представить 

в виде одномерной балки, в то время как свайный фундамент, состоящий из 

нескольких близко расположенных рядов свай, предпочтительней моделировать с 

использованием трехмерных конечных элементов.  
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2.2. Поперечные колебания балочного конечного элемента на упругом 

основании 

Получим систему уравнений поперечных колебаний балочного конечного 

элемента, моделирующего работу одиночной сваи (Рисунок 2.1), а также тела 

опоры или балки пролетного строения в случае, если принять параметры 

характеризующие грунтовое основание равными нулю.  

 

 
Рисунок 2.1 – Расчетная модель сваи на сплошном упругом основании с 

учетом демпфирования грунта 

 

Для этого воспользуемся дифференциальным уравнением колебания балки Эйлера-

Бернулли с поправкой Рэлея, учитывающей влияние сил инерции, 

соответствующих повороту сечений: 
4 2 4

2
4 2 2 2 ( , )u u uEI m mr p z t

z t z t
∂ ∂ ∂

+ − =
∂ ∂ ∂ ∂

,   (2.1) 
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где u  - перемещение балки; m , E , µ  - погонная масса и модули упругости при 

растяжении и сдвиге материала балки; I, A- момент инерции поперечного сечения 

балки и площадь поперечного сечения балки; ( , )p z t  - функция внешней силы; 

/r I A=  - радиус инерции поперечного сечения балки; Pc - вязкое демпфирование 

материала балки. 

Для определения напряженно-деформированного состояния балки на упругом 

основании с использованием уравнения (2.1) необходимо дополнительно учесть 

влияние демпфирования ее материала и осевую нагрузку (Рисунок 2.2). 

 

 
Рисунок 2.2 – Схема балочного конечного элемента на двухпараметрическом 

упругом основании 

 

Тогда дифференциальное уравнение (2.1) принимает окончательный вид: 

( )
2 2 2 3

2 2 2 2 ,P
u u u u u u u uEI P A c I p z t

z z z z t t z z t
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + − =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

ρ ρ ,    (2.2) 

где ( ),p z t  - внешняя распределенная нагрузка; P  - осевая нагрузка; Pc  - 

коэффициент вязкого демпфирования материала сваи. 
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2.2.1. Моделирование грунтового массива на боковой поверхности 

одиночной сваи 

При определении напряженно-деформированного состояния одиночной сваи 

с использованием уравнения (2.2) необходимо дополнительно учитывать 

деформации грунта в зоне контакта (Рисунок 2.2). Существует два классических 

метода моделирования грунта: упругое полупространство и модель основания, 

предложенная Винклером в 1867 г. [71] (Уравнение 2.3).  

( ) ( )( , ) , ,s g h gp z t k u z t n z u z t= ⋅ = ⋅ ,    (2.3) 

где s h
qk n z= =
δ

 – коэффициента постели; q  - распределенная нагрузка; δ  - осадка 

грунта; h h hn N= γ  - эмпирический коэффициент учета влияния глубины на 

коэффициент «k» [133]; hγ  - расчетная объемная масса; hN  - безразмерный 

коэффициент. 

Одним из главных отличий этих двух подходов, является то, как в них 

распределяется давление на границе контакта. В моделях на основе Винклеровой 

теории основание заменено одинаковыми, независимыми, близко расположенными 

упругими пружинами, закрепленными на жестком слое. Однако эти модели не 

учитывают непрерывность деформаций (Рисунок 2.3) и инерционных свойств 

грунта [17,59], что во многих случаях является недопустимым.  

 

 
Рисунок 2.3 – а) модель Винклера 

б) модель, учитывающая непрерывность деформаций 
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Как было отмечено в [23] модель Винклера «… лучше отображает 

действительность в случаях илистых, торфяных грунтов и мелкозернистых 

водонасыщенных песков». В случае использования модели упругого 

полупространства, распределительные способности наоборот могут быть сильно 

завышены [4] и как отмечается в [22] «… в малосвязных или совсем несвязных 

грунтах распределение напряжений … совершенно не отвечает теории упругого 

полупространства». В общем случае оба этих подхода не дают точного результата 

[59].  

Для учета непрерывности деформации грунта, в случае использования 

модели основания Винклера, были предложены другие модели, уточняющие ее. 

Существует целый ряд моделей основания, в которых, для более точного учета 

непрерывности деформаций, добавляется промежуточное звено между упругим 

основанием и балкой [56,128]. Этим звеном может быть дополнительная балка 

(модель Хетеньи) (Рисунок 2.4), пластина (двумерный расчет), слой работающий 

только на сдвиг [22], нерастяжимая преднапряженная нить (ламинарная модель, 

модель Филоненко-Бородича).  

 

 
Рисунок 2.4 – Модель упругого основания, учитывающая непрерывность 

деформаций с использованием дополнительного гибкого элемента 

 

Перечисленные модели называют двухпараметрическим, поскольку в них вводится 

параметр, характеризующий дополнительный элемент. К числу 

двухпараметрических моделей также относится модель Власова-Леонтьева [2,78], 
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в которой авторы ввели дополнительный параметр γ , зависящий от типа грунта и 

толщины слоя. Однако ими не было указано как определить данный параметр, и, 

уже в дальнейшем, такие авторы как Vallabhan, Straughan, Das Y.C. (1991), 

Vallabhan и Daloglu A. (1999) предложили методы для его нахождения [68]. 

Поскольку многие двухпараметрические модели, несмотря на разную 

трактовку второго параметрами их авторами, можно привести к модели Винклера 

исключая соответствующий параметр, то в данной работе используется 

классическое дифференциальное уравнение деформации поверхности грунта [92]: 

( ) ( )2

2

,
, ( , )g

S g T

u z t
k b u z t k b p z t

z
∂

⋅ − =
∂

,    (2.4) 

где  gu  - деформация свободного поля; b  - ширина деформированной зоны упругого 

основания; Tk  - коэффициента постели для учета непрерывности деформаций. 

2.2.2. Определение значения коэффициента постели основания Винклера 

В случае использования модели Винклера возникает необходимость 

определения коэффициента постели. В общем случае, для этого необходимо 

определить величину деформации грунта под действием приложенной нагрузки. 

Однако были предложены формулы для более простого его вычисления 

[69,94,118,129]: 

1. Био (1937):  

( ) ( )

0.108
4

2 2

0.95
1 1

S S
s

S S b b

E E Bk
B E I

 
= ⋅  

− −  υ υ
,           (2.5) 

где SE  - модуль упругости грунта; B  - ширина балки; b bE I  - изгибная жесткость 

балки. 

2. Весик (1961): 

( )
4

12
2

0.65
1

S S
s

b bS

E E Bk
E IB

⋅
= ⋅

−υ
,     (2.6) 
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где Sυ  - коэффициент Пуассона грунта. 

3. Боулес (1998): 

( )2
1 1

S
s

S S F

Ek
B mI I

=
−υ

,     (2.7) 

где 1B  - размер плиты в испытании нагружением плиты (PLD); ,S FI I  - 

коэффициенты зависящие от формы опоры; m  - коэффициент зависящий от точки 

опоры. 

Использование данных формул (Уравнения 2.5-2.7) обоснованно только в том 

случае, когда значение деформаций и напряжений в грунте не велико. Иначе, как и 

в случае с другими материалами, зависимость несущей способности грунта от 

деформаций перестает быть линейной [69]. 

В случае использования двухпараметрической модели необходимо 

дополнительно вычислить второй параметр Tk , характеризующий 

распределительные способности упругого основания [22]: 

( )( )
2

26 1 1
S

T
S S S

Ek
k

=
− −υ υ

          (2.8) 

2.2.3. Система уравнений, описывающая поперечные колебания 

одиночной сваи 

Запишем уравнение для определения значения ( , )p z t  в уравнении (2.2) с 

учетом вязкого демпфирования в грунте: 

( ) ( ) ( )2

2

, ,
( , ) ,S T S

u z t u z t
p z t k b u z t k b c b

z t
∂ ∂

= ⋅ − +
∂ ∂

,   (2.9) 

где sc  - коэффициент вязкого демпфирования грунта. 

Поскольку уравнение (2.9) предназначено для определения реакции поверхности 

грунта под действием распределенной нагрузки, без учета перемещения 

свободного поля, то, для случая колебания массива грунта, необходимо учесть 

относительные деформации (Рисунок 2.5) [94]: 
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R gu u u= − ,      (2.10) 

где gu  - деформация свободного поля; u  - деформация сваи. 

 

 
Рисунок 2.5 – Схема деформации системы балка-грунт 

 

Деформация пружин, моделирующих грунт, зависит от разности деформации 

балки и свободного поля, в то время как деформация слоя, работающего только на 

сдвиг равна деформации балки. Таким образом уравнение (2.9) принимает 

следующий вид: 

( ) ( ) ( )2

2

, ,
( , ) , R

S R T S
u z t u z t

p z t k b u z t k b c b
z t

∂ ∂
= ⋅ − +

∂ ∂
  (2.11) 

Поскольку слой, работающий на сдвиг, продолжается и после нижнего конца 

сваи в нижележащих слоях грунта (Рисунок 2.6), то в граничных условиях 

необходимо учесть дополнительную поперечную силу. 

 

 
Рисунок 2.6 – Схема для определения граничных условий на конце сваи 
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Следует, однако, заметить, что данная поправка незначительно повлияет на 

напряженно-деформированное состояние сваи, поскольку ее конец обычно 

находится в сравнительно крепких грунтах на значительном удалении от 

поверхности. В таких условиях величина относительных перемещений конца сваи, 

даже без учета этой поправки, пренебрежимо мала и, следовательно, 

деформациями нижележащих грунтов можно пренебречь. 

При расчете свайного основания необходимо учитывать непрерывность 

деформаций не только в продольном направлении, но и в поперечном [22]. Тогда 

дифференциальное уравнение (2.11) принимает следующий вид: 

( ) ( ) ( )2

2 2

, ,
( , ) , R

S R T S
u z t u z t

p z t k b u z t k b c b
z t

∂ ∂
= ⋅ − +

∂ ∂
,  (2.12) 

где 2 1 t
S S

s

k
k k

b k

 
= + 

  
. 

Для того, чтобы учесть гистерезисный характер демпфирования грунта, 

примем в уравнении (2.12) 2S S
S

kc =
ξ
ω

: 

( ) ( ) ( )2
2

2 2

, ,
( , ) , RS S

S R T
u z t u z tkp z t k b u z t k b b

z t
∂ ∂

= ⋅ − +
∂ ∂

ξ
ω

  (2.13) 

Подставим полученное выражение для ( , )p z t  в уравнение (2.2): 

( ) [ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

4 2 4
2

4 2 2 2

2

22

, , , ,

,
, ,

S S
T

P S g

u z t u z t u z t u z tkEI P k b I b
z z z t t

u z tuA c k b u z t p z t
t t

∂ ∂ ∂ ∂
+ − − + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂∂

+ + + ⋅ =
∂ ∂

ξρ
ω

ρ
,      (2.14) 

где ( ) ( )2
2

,
( , ) , gS S

g S g

u z tkp z t k b u z t b
t

∂
= ⋅ +

∂
ξ
ω

. 

Найдем изображение Фурье уравнения (2.14) по времени: 

( ) ( )

( ) ( )

4 2
2

4 2

* 2
2

, ,

, ,

T

S P g

u z u z
EI P k b I

z z
bk i c A u z p z

∂ ∂
 + − + + ∂ ∂

 + − − = 

 

 

ω ω
ω ρ

ω ω ρ ω ω
,  (2.15) 
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где ( ) ( )*
2, ,g S gp z bk u z= ⋅ ω ω ;  ( )*

2 2 1S S Sk k i= − ξ . 

Запишем функцию перемещения свободного поля ( ),gu z ω  в уравнении (2.15) с 

использованием финитных функций, считая, что она не меняется по длине 

конечного элемента:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0, ,

,
2

g g
g

u u h
u z z z h

+
= − −  
 


ω ω

ω θ θ ,   (2.16) 

где ( )0,gu t , ( ),gu h t  - значение перемещения грунта на границах  слоя; h  - 

мощность слоя. 

Запишем прогиб сваи ( ),u z ω  в уравнении (2.15) с использованием функции 

финитной на интервале [ ]0,h : 

( ) ( ) ( ) ( ), ,U z u z z z h= − −   ω ω θ θ     (2.17) 

Для дифференцирования уравнения (2.17) воспользуемся следующей формулой: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0
, ,

N nN N n

n
U z u z z z h−

=

= ⋅ − −  ∑ ω ω θ θ ,   (2.18) 

где N  - порядок производной. 

Тогда уравнение (2.15) примет вид: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 2

1 24 2

4
4

0

2
2

1 2
0

, ,
,

, ,

, ,

nn
g

n

nn

n

U z U z
EI s s U z

z z

p z EI u z z z h

s u z z z h s u z z z h

−

=

−

=

∂ ∂
+ + ⋅ =

∂ ∂

= + ⋅ − − +  

+ ⋅ − − + ⋅ ⋅ − −      

∑

∑

 


 

 

ω ω
ω

ω ω θ θ

ω θ θ ω θ θ

,  (2.19) 

где 2
1 Ts P k b I= − +ω ρ ; * 2

2 2S Ps bk i c A= − −ω ω ρ . 

Для удобства дальнейших вычислений воспользуемся следующей зависимостью: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

1

1 0

,

0, , ,
j

N nN n ivz

n

hN
n N n N n Nivh ivz

n

u z z z h e dz

iv u u h e u z e dz

∞
−

=−∞

− − −

=

⋅ − − =  

 = − ⋅ − ⋅ + 

∑∫

∑ ∫



  

ω θ θ

ω ω ω

 (2.20) 

Найдем изображение Фурье по пространственной переменной уравнения (2.19): 
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( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 2
1 2

4
1 4 4

1

2
1 2 2

1
1

,

, 0, ,

0, ,

n n n ivh
g

n

n n n ivh

n

v EI v s s U v

p v EI iv u u h e

s iv u u h e

− − −

=

− − −

=

 − + ⋅ = 

 = + ⋅ − ⋅ − ⋅ + 

 + − ⋅ − ⋅ 

∑

∑



  

 

ω

ω ω ω

ω ω

    (2.21) 

Запишем уравнения для определения изображения Фурье по времени функций 

изгибающего момента и поперечной силы в балке: 

( ) ( )2

2

z,
z,

u
M EI

z
∂

= −
∂
 ω

ω ,         (2.22) 

( ) ( ) ( )3
2

3

, ,
,

u z u z
Q z EI I P

z z
ω ω

ω ω ρ
∂ ∂

 = − − + ∂ ∂
    (2.23) 

Подставляя уравнения (2.22) и (2.23) в уравнение (2.21) получим уравнение 

поперечных колебаний j-го конечного элемента сваи: 

( ) ( ) ( )4 2
1, 2, ,, , ,j j j j j g j jv E I v s s U v p v G v − + ⋅ = + 

 ω ω ω ,   (2.24) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

, j j

j j

ivh ivh
j j j j j

ivh ivh
j j j j j j

G v Q Q e iv M M e

B e C u u e

+ +

+ +

   = − − ⋅ + ⋅ − ⋅ +   
   + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅   

    

   

ω ω ω ω ω

ϕ ω ϕ ω ω ω
, (2.25) 

( ) ( ) ( )
*

2,
, , , 1

1
2

jivh
j S j

g j g j g j

b k ep u u
iv+
− = ⋅ +   ω ω ω ,       (2.26) 

где j – номер конечного элемента сваи; 2
,j T j j j jB k b v E I= − − ; 

( )3 2
,j j j T j j j jC iv E I iv P k b I= − − +ω ρ ; 2

1, ,j j T j j j js P k b I= − +ω ρ ; 

* 2
2 2, ,j S j P j j js b k i c A= − −ω ω ρ ; ( ) ( )1,j ju u + ω ω  - изображение Фурье функций 

перемещений на границах  j-го конечного элемента; ( ) ( )1,j j+ ϕ ω ϕ ω  - изображение 

Фурье функций угла поворота на границах j-го конечного элемента; 

( ) ( )1,j jM M +
 ω ω  - изображение Фурье функций изгибающего момента на границах 

j-го конечного элемента; ( ) ( )1,j jQ Q +
 ω ω  - изображение Фурье функций 

поперечной силы на границах j-го конечного элемента. 

Преобразуем уравнение (2.24): 
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( ) ( ) ( ),
4 2

1, 2,

, ,
, g j j

j
j j j j

p v G v
U v

E I v s v s
+

=
⋅ − ⋅ +


 ω ω

ω     (2.27) 

Тогда, должны выполняться следующие условия [10,16]: 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 , 1

2 , 2

3 , 3

4 , 4

, ,

, ,

, ,

, ,

g j

g j

g j

g j

G v p v

G v p v

G v p v

G v p v

 = −


= −


= −
 = −

 

 

 

 

ω ω

ω ω

ω ω

ω ω

,      (2.28) 

где 1,2,3,4v  - корни знаменателя в уравнении (2.27). 

Знаменатель в уравнении (2.27) представляет собой биквадратное уравнение, корни 

которого могут быть найдены согласно следующему уравнению: 

2
1, 1, 2,

1,2,3,4

4
2

j j j j j

j j

s s E I s
v

E I
± − ⋅

= ±          (2.29) 

Запишем систему уравнений для определения неизвестных на границах конечных 

элементов сваи в матричном виде [12]: 

1

1 1 12

3 22 2

1

...

...
......... ... ... ... ... ...

...

j

j

j

ivh

ivh

ivh
N NN N

N

f
S S e pf

f pS S e

f pS S e
f +

− ⋅

− ⋅
⋅ =

− ⋅

,  (2.30) 

где 

j

j
j

j

j

u

f
M
Q

=









ϕ
; 

( )
( )
( )
( )

, 1

, 2

, 3

, 4

g j

g j
j

g j

g j

p v
p v

p
p v
p v

= −









; 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

1

1

1

1

j j

j j
j

j j

j j

C v B v iv
C v B v iv

S
C v B v iv
C v B v iv

−

−=
−

−

; N – число конечных 

элементов. 

Поскольку граничные условия на концах балки зависят от решаемой задачи, то в 

систему уравнений (2.30) они не включены и должны быть записаны 

дополнительно.  
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Система уравнений (2.30) может быть использована для моделирования 

работы тела промежуточной опоры и балки пролетного строения в случае действия 

на них поперечных сил. Для этого необходимо принять значение коэффициентов 

упругого основания равными нулю. Применение системы уравнений (2.30) для 

случая колебания свайного фундамента, состоящего из нескольких 

близкорасположенных свай, затруднительно, поскольку она не учитывает 

взаимодействие соседних свай.  

2.3. Продольные колебания балочного конечного элемента 

Для моделирования продольных колебаний одиночной сваи, балки 

пролетного строения и тела промежуточной опоры, получим систему уравнений, 

описывающую продольные колебания стержня. Для этого воспользуемся 

следующим дифференциальным уравнением: 
2 2

2 2 0s
u uEA A k u
z t

∂ ∂
− − =

∂ ∂
ρ      (2.31) 

где sk  - коэффициент учета контакта сваи и грунта, значение которого можно 

определить с использованием как эмпирических формул, так и приближенных 

решений, описанных в научной литературе [33,55,67,88,135]. 

Решим уравнение (2.31) способом аналогичным тому как это было сделано ранее 

для поперечных колебаний и получим систему уравнений продольных колебаний 

стержня в матричном виде: 

( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1

1 1,11 1 1 1

2 1,21 1 1 1

2,122 2

2 2

1

1

...1

...1

...1
......1

... ... ... ... ... ... ...
...
...

N N N N

N N N N

iv H iv H

iv H iv H

N
iv H iv H

N N N
iv H iv H

N N N

N

u
piv E iv E e e

u piv E iv E e e
piv E

iv E
u

iv E e e
iv E e ue

− −

− −
+

+

− ⋅−
− ⋅ −

−
⋅ =

− ⋅
− ⋅ −

















ω
σ ω

ω
σ ω

ω
σ ω

ω
σ ω

2,2

,1

,2

...
N

N

p

p
p

,  (2.32) 
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где 
2

,j s j
j

j j

m k
v

E A
−

=
ω

; ,s jk  - коэффициент, учитывающий контакт боковой 

поверхности j-го конечного элемента сваи с грунтом; jm  - погонная масса j-го 

участка сваи; jE  - модуль упругости; ( )ju ω  - изображение Фурье функции 

перемещения верхней границы элемента; ( )1ju + ω  - изображение Фурье функции 

перемещения нижней границы элемента; ( )jσ ω  - изображение Фурье функции 

нормальных напряжений на верхней границе элемента; ( )1j+σ ω  - изображение 

Фурье функции нормальных напряжений на нижней границе элемента; jH  - длина 

элемента, ,2Np  - внешняя нагрузка. 

2.3.1. Продольные колебания балки пролетного строения 

Для учета контакта пролетного строения с опорами, обеспечиваемого 

посредством опорных устройств, следует учесть в системе уравнений (2.32) силу, 

возникающую в опорных устройствах на f-й опоре: 

, , ,( ) ( ) ( ) ( )bear f f p f b f p f bP k u t u t c u t u t   = ⋅ − + ⋅ −        (2.33) 

где fk  - жесткость опорного устройства на f-ой опоре [24,44,48,150]; fc  - 

коэффициент вязкого демпфирования опорного устройства на f-ой опоре; ( ),p fu t  - 

смещение верха f-й опоры относительно соответствующего конечного элемента 

пролётного строения; ( )bu t  - перемещение балки пролетного строения в точке над 

f-й опорой. 

Тогда, уравнение (2.32) примет следующий вид: 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 0

1
1 1 0

2 2 0

1 , , 1 , 1

2
, 1 , ,

2 , , 2 , 1

,
2

n

n
n

n

iv d iv x
n n b n n b n n n f f b n

diviv d iv xn
n b n t n p f f f

iv d iv x
n n b n n b n n n f f b n

iv E A u A iv E A e k i c e u

dA e P e u k i c e

iv E A u A iv E A e k i c e u

+

+

+

 − ⋅ + + ⋅ + − ⋅ − 

   − = + ⋅ −    
 − ⋅ + + ⋅ + − ⋅ − 

  

 

  

ω σ ω ω ω

σ ω ω ω ω

ω σ ω ω ω

( ) ( )2
2 2 02

, 1 , ,,
2

n
n

diviv d iv xn
n b n t n p f f f

dA e P e u k i c e
−

+









    − = + ⋅ −     

 σ ω ω ω ω

, (2.34) 

где n – номер конечного элемента балки пролетного строения; ( ),nbσ ω  - 

изображение Фурье функции нормальных напряжений на левой грани n-го 

конечного элемента; nA  - площадь поперечного сечения n-го конечного элемента 

пролетного строения; bm  - погонная масса пролетного строения; nd  - длина n-го 

конечного элемента; ,n ,
2

n
t

dP  
 
 

 ω  - изображение Фурье функции тормозной 

нагрузки приложенной в середине n-го конечного элемента; 1,2
b

b b

mv
E A

= ±ω ; 0x  - 

координата точки опирания опорного устройства принимаемая равной nd  или 0. 

Следует отметить, что во многих случаях вертикальными колебаниями тел опор 

моста и продольными колебаниями балки пролетного строения можно пренебречь. 

2.4. Моделирование работы фундаментов опор мостов с использованием 

трехмерных конечных элементов 

В отличии от случая колебания, рассмотренной ранее, одиночной сваи, 

массивный фундамент и свайный фундамент, состоящий из нескольких рядов свай, 

как в поперечном, так и в продольном оси моста направлении (Рисунок 2.7), не 

могут быть смоделированы виде балки на упругом основании, без использования 

допущений значительно снижающих точность расчетов.  

 



46 
 

 
Рисунок 2.7 – Схема расположения свай в фундаменте опор моста 

 

Это обусловлено несколькими факторами: запаздывание волны для случая 

протяженных фундаментов [120], влияние свай на распространение сейсмических 

волн [64], колебание грунта вокруг исследуемой сваи вследствие колебания 

соседних свай [104], неравномерное давление массивного фундамента на грунт в 

его основании и необходимость учета трения по подошве фундамента.  

За последние 50 лет было предложено множество моделей фундаментов, 

учитывающих перечисленные особенности 

[32,38,39,46,49,57,87,89,98,102,103,107,112,114,124]. Однако для большинства из 

них необходимо использовать эмпирические зависимости, допущения требующие 

проверки и корректировки для заданных условий или предполагающие нелогичное 

моделирование континуума сосредоточенными массами и пружинами. В данной 

главе, для моделирования работы фундамента мостовых сооружений под 

действием динамических воздействий, получена оригинальная система уравнений, 

описывающая колебания трехмерного конечного элемента (Рисунок 2.8). 
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Рисунок 2.8 – Общий вид трехмерного конечного элемента 

2.4.1. Трехмерный конечный элемент  

Рассмотрим движение упругого тела, занимающего ограниченную выпуклую 

область Ω  (Рисунок 2.8), на интервале времени [ ]0 1,t t под действием сил kf . Пусть, 

( )1 2 3, , ,nU x x x t  - функция, описывающая перемещение точек тела (Рисунок 2.9), а 

( )1 2 3, , ,i j x x x tσ  функция напряжений (Рисунок 2.10).  

 

 
Рисунок 2.9 – Перемещения граней трехмерного конечного элемента 
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Рисунок 2.10 – Напряжения на гранях трехмерного конечного элемента 

 

Необходимо чтобы данные функции продолжались нулями вне области, 

занимаемой телом. Для этого запишем их в следующем виде: 

( ) ( ){ } ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , , ,n nU x x x t U x x x t T= Ωθ θ ,   (2.35) 

( ) ( ){ } ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , , ,nj njx x x t x x x t T= Ωσ σ θ θ ,   (2.26) 

( )1 2 3, , , 0f x x x t ≡ , x∉Ω  и [ ]0 1,t t t∉ ,                 (2.37) 

где ( )xθ  - функция Хэвисайда. 

Получим уравнение в перемещениях для ограниченного тела. Для этого 

воспользуемся следующими уравнениями: 

1. соотношение Гука: 

, , ,( ) ( ) 0kj n n k j j k jkU U Uλδ µ σ+ + − =    (2.38) 

2. уравнение движения: 

,jk j k kU fσ ρ− = − ,     (2.39) 

где kjδ − символ Кронекера; λ  − коэффициент Пуассона;µ − модуль сдвига. 

При записи уравнений (2.38) и (2.39) применяется правило, используемое в 

тензорных обозначениях: запятая после индекса означает дифференцирование, а 

индекс после запятой означает номер переменной, по которой производится 

дифференцирование. 
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Запишем уравнения (2.38) и (2.39) в обобщенных функциях: 

[ ], , ,( ) ( ) [ ] cos( )

[ ] cos( ) [ ] cos( )
kj n n k j j k jk kj n s n s

k s j j s k s

U U U U n x

U n x U n x

λδ µ σ λδ δ

µ δ

+ + − = ⋅ +

 ⋅ + ⋅ 
, (2.40)

 

( )
( ) ( ) ( )

0

1 0 1

, 0

1 0 1

[ ] cos( ) [ ]

[ ] [ ] [ ]
jk j k k jk s j s k t t

k t t k t t k t t

U F n x U t t

U t t U t t U t t

σ ρ σ δ ρ δ

ρ δ ρ δ ρ δ
=

= = =

− = − + ⋅ − − +

− − − + −



   , (2.41) 

где 
0 1 0

[ ] , [ ] , [ ]j t t j t t j t tU U U= = =
  и 

1
[ ]j t tU =
 - перемещения и скорости точек слоя при 0t t= и 

1t t= ; sδ − дельта функция, сосредоточенная на границе области; ( )tδ  и ( )tδ − 

дельта-функция, и её производная по времени; [ ]k sU  и [ ]jk sσ − скачки функций kU  и 

jkσ  при переходе извне через границу области Ω ; kF − совпадает в области Ω  с 

функцией kf  и равна нулю вне этой области и вне интервала [ ]0 1,t t ; ρ − плотность 

материала; cos( )jn x⋅  - косинус угла между нормалью к площадке и осью jx . 

При записи уравнений (2.40) и (2.41) использовалось следующее правило, 

описанное в диссертации Курбацкого Е.Н.: "Если в левой части уравнения 

находится производная некоторой функции по j-той координате, например k, jU , то 

в правой части его необходимо записать слагаемое, состоящее из произведения 

значения этой функции на границе области - [ ]k sU  на косинус угла между нормалью 

к границе n  и осью jx  и дельта – функции - sδ " [15,16]. То есть, функции k, jU , 

стоящей в левой части уравнения, будет соответствовать слагаемое [ ] cos( )k s j sU n x⋅ δ

, которое необходимо записать в правой части уравнения. 

Дифференцируем уравнение (2.40) по переменной jx : 

[ ], , , ,( ) ( ) [ ] cos( )

[ ] cos( ) [ ] cos( )
n nk k jj j kj jk j n s n s k

k s j j s k s j

U U U U n x

U n x U n x

λ µ σ λ δ

µ δ

+ + − = ⋅ +

 ⋅ + ⋅ 
  (2.42) 

Выразим неизвестную функцию ,jk jσ  в уравнении (2.41) и подставим полученное 

выражение в уравнение (2.42): 
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[ ]
, , ,

0 0

( ) ( ) [ ] cos( )

[ ] cos( ) [ ] cos( ) [ ] cos( )

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )

n nk k jj j kj k k jk s j s

n s n s k s j j s k sk j

k t k t T k t k t T

U U U U F n x

U n x U n x U n x

U t U t T U t U t T

λ µ ρ σ δ

λ δ µ δ

ρ δ ρ δ ρ δ ρ δ= = = =

+ + − = − + ⋅ +

 + ⋅ + ⋅ + ⋅ − 

− + − − + −



   

 (2.43) 

В правой части уравнения (2.43) содержится вся информации о внешних 

воздействиях на ограниченное тело или ограниченную область: массовая нагрузка 

и воздействия на границе области. Внешнее воздействие предполагается 

гармоническим, поэтому примем значения неизвестных функций в уравнении 

(2.43) в начальный момент времени равными нулю, тогда уравнение (2.43) примет 

окончательный вид: 

[ ]
, , ,( ) ( ) [ ] cos( )

[ ] cos( ) [ ] cos( ) [ ] cos( )
n nk k jj j kj k k jk s j s

n s n s k s j j s k sk j

U U U U F n x

U n x U n x U n x

+ + − = − + ⋅ +

 + ⋅ + ⋅ + ⋅ 

λ µ ρ σ δ

λ δ µ δ  (2.44) 

Обозначим правую часть уравнения (2.44) как kX  и запишем полученные 

выражения при разных значениях индекса «k»:  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 11 1 21 2 31 3

11 1 21 2 31 3

1 1 2 2 3 3 1

1 1 2 2 3 3 1

1 1 1 21 2

A B C

A B C

A B C

X F x a x b x c

x a x b x c

U x a U x b U x c

U x a U x b U x c

U x a U x b U

+ + +

− − −

+ + +

− − −

+ +

 = − + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − − 
 − ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + + 
 + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − − 

 − ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + + 

   + ⋅ − + ⋅ − +   

σ δ σ δ σ δ

σ δ σ δ σ δ

λ δ δ δ

λ δ δ δ

µ δ µ δ µ ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 3 3

1 1 1 2 1 31 2 3

1 1 2 1 3 11 2 3

1 1 2 1 3 11 2 3

A B C

A A A

A A A

x c

U x a U x b U x c

U x a U x a U x a

U x a U x a U x a

+

− − −

+ + +

− − −

 ⋅ − − 

     − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ + +     

     + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − −     

     − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ +     

δ

µ δ µ δ µ δ

µ δ µ δ µ δ

µ δ µ δ µ δ

,  (2.45) 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 12 1 22 2 32 3

12 1 22 2 32 3

1 1 2 2 3 3 2

1 1 2 2 3 3 2

2 1 2 21 2

A B C

A B C

A B C

X F x a x b x c

x a x b x c

U x a U x b U x c

U x a U x b U x c

U x a U x b U

+ + +

− − −

+ + +

− − −

+ +

 = − + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − − 
 − ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + + 
 + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − − 

 − ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + + 

   + ⋅ − + ⋅ − +   

σ δ σ δ σ δ

σ δ σ δ σ δ

λ δ δ δ

λ δ δ δ

µ δ µ δ µ ( )
( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( )

2 3 3

2 1 2 2 2 31 2 3

1 2 2 2 3 21 2 3

1 2 2 2 3 21 2 3

A B C

B B B

B B B

x c

U x a U x b U x c

U x b U x b U x b

U x b U x b U x b

+

− − −

+ + +

− − −

 ⋅ − − 

     − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ + +     

     + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − −     

     − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ +     

δ

µ δ µ δ µ δ

µ δ µ δ µ δ

µ δ µ δ µ δ

, (2.46) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

3 3 13 1 23 2 33 3

13 1 23 2 33 3

1 1 2 2 3 3 3

1 1 2 2 3 3 3

3 1 3 21 2

A B C

A B C

A B C

X F x a x b x c

x a x b x c

U x a U x b U x c

U x a U x b U x c

U x a U x b U

+ + +

− − −

+ + +

− − −

+ +

 = − + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − − 
 − ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + + 
 + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − − 

 − ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + + 

   + ⋅ − + ⋅ − +   

σ δ σ δ σ δ

σ δ σ δ σ δ

λ δ δ δ

λ δ δ δ

µ δ µ δ µ ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 3 3

3 1 3 2 3 31 2 3

1 3 2 3 3 31 2 3

1 3 2 3 3 31 2 3

A B C

C C C

C C C

x c

U x a U x b U x c

U x c U x c U x c

U x c U x c U x c

+

− − −

+ + +

− − −

 ⋅ − − 

     − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ + +     

     + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − −     

     − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ +     

δ

µ δ µ δ µ δ

µ δ µ δ µ δ

µ δ µ δ µ δ

  (2.47) 

Применим преобразование Фурье по всем переменным к уравнению (2.44):  

2 2 2 2 2 2 2 1
1 2 3 1 1 2 2 1 3 32

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 3 2 2 3 32

2 2 2 2 2 2 2 3
1 3 1 2 3 2 1 2 3 32

1 1 1

11 1

11 1

Xv v v U v v U v v U

Xv v U v v v U v v U

Xv v U v v U v v v U

     + + − + − + − = −      
      − + + + − + − = −      
      − + − + + + − = −      







η ω η η
β µ

η η ω η
β µ

η η η ω
β µ

,  (2.48) 

где =
αη
β

; 2λ µα
ρ
+

=  - скорость продольной волны; µβ
ρ

=  - скорость поперечной 

волны; 1 2 3, ,v v v − параметры преобразования Фурье по пространственным 

координатам 1 2 3x , x , x ; ω− параметр преобразования Фурье по переменной t ; 

kU  − изображения Фурье функций перемещений. 

Решим систему уравнений (2.48): 
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2
2 2 2 2 2 2

1 1 2 3 1 2 2 3 32

1 2 2
2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 32 2

1X v v v v v X v X
U

v v v v v v

     − + + − + + −     =
   

+ + − + + −   
   

  



ωη η η
β
ω ωρβ
β α

,   (2.49) 

2
2 2 2 2 2 2

2 1 2 3 2 1 1 3 32

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 32 2

1X v v v v v X X v
U

v v v v v v

     − + + − + + −     =
   

+ + − + + −   
   

  



ωη η η
β
ω ωρβ
β α

,   (2.50) 

2
2 2 2 2 2 2

3 1 2 3 3 1 1 2 22

3 2 2
2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 32 2

1X v v v v v X X v
U

v v v v v v

     − + + − + + −     =
   

+ + − + + −   
   

  



ωη η η
β
ω ωρβ
β α

   (2.51) 

Найдем изображение Фурье уравнений (2.49), (2.50) и (2.51): 

( )

31 2

31 2

2 2

1 1 11 2 3 21 1 3 31 1 2

11 2 3 21 1 3 31 1 2

1 2 1 3 2 1 3

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

iv civ a iv b

iv civ a iv b

iv b iv b
B B

X F a v v e v b v e v v c e

a v v e v b v e v v c e

iv U v b v e U v b v e

+ + +

−− −− − −

−+ −

 = − + ⋅ + ⋅ + ⋅ − 
 − − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ + 

+ − ⋅ − − ⋅ +

    

  

 

σ σ σ

σ σ σ

λ

( )( )
( )

3 3

1 1

2 2 1 1

3 1 2 3 1 2

1 1 2 3 1 2 3

2 1 1 3 1 1 3 2 2 3 2 2 3

( , , ) ( , , )

2 ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

iv c iv c
C C

iv a iv a
A A

iv b iv b iv a iv a
B B A A

U v v c e U v v c e

iv U a v v e U a v v e

iv U v b v e U v b v e U a v v e U a v v e

−+ −

−+ −

− −+ − + −

 ⋅ − − ⋅ + 
 + + − ⋅ − − ⋅ + 

+ − ⋅ − − ⋅ + ⋅ − − ⋅

 

 

   

λ µ

µ

( ) 3 3 1 1
3 1 1 2 1 1 2 3 2 3 3 2 3( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )iv c iv c iv a iv a

C C A Aiv U v v c e U v v c e U a v v e U a v v e− −+ − + −

 +
 + − ⋅ − − ⋅ + ⋅ − − ⋅ 
   µ

, (2.52) 

( )

31 2

31 2

1 1

2 2 12 2 3 22 1 3 32 1 2

12 2 3 22 1 3 32 1 2

2 1 2 3 1 2 3

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

iv civ a iv b

iv civ a iv b

iv a iv a
A A

X F a v v e v b v e v v c e

a v v e v b v e v v c e

iv U a v v e U a v v e

+ + +

−− −− − −

−+ −

 = − + ⋅ + ⋅ + ⋅ − 
 − − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ + 

+ − ⋅ − − ⋅ +

    

  

 

σ σ σ

σ σ σ

λ

( )( )
( )

3 3

2 2

1 1 2 2

3 1 2 3 1 2

2 2 1 3 2 1 3

1 2 2 3 2 2 3 1 1 3 1 1 3

( , , ) ( , , )

2 ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

iv c iv c
C C

iv b iv b
B B

iv a iv a iv b iv b
A A B B

U v v c e U v v c e

iv U v b v e U v b v e

iv U a v v e U a v v e U v b v e U v b v e

−+ −

−+ −

− −+ − + −

 ⋅ − − ⋅ + 
 + + − ⋅ − − ⋅ + 

+ − ⋅ − − ⋅ + ⋅ − − ⋅

 

 

   

λ µ

µ

( ) 3 3 2 2
3 2 1 2 2 1 2 3 1 3 3 1 3( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )iv c iv c iv b iv b

C C B Biv U v v c e U v v c e U v b v e U v b v e− −+ − + −

 +
 + − ⋅ − − ⋅ + ⋅ − − ⋅ 
   µ

, (2.53) 

( )

31 2

31 2

1 1

3 3 13 2 3 23 1 3 33 1 2

13 2 3 23 1 3 33 1 2

3 1 2 3 1 2 3

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

iv civ a iv b

iv civ a iv b

iv a iv a
A A

X F a v v e v b v e v v c e

a v v e v b v e v v c e

iv U a v v e U a v v e

+ + +

−− −− − −

−+ −

 = − + ⋅ + ⋅ + ⋅ − 
 − − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ + 

+ − ⋅ − − ⋅ +

    

  

 

σ σ σ

σ σ σ

λ

( )
( )

2 2

3 31 1

2 2

2 1 3 2 1 3

1 3 2 3 3 2 3 1 1 2 1 1 2

2 3 1 3 3 1 3 2

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

iv b iv b
B B

iv c iv civ a iv a
A A C C

iv b iv b
B B C

U v b v e U v b v e

iv U a v v e U a v v e U v v c e U v v c e

iv U v b v e U v b v e U

−+ −

−−+ − + −

−+ −

 ⋅ − − ⋅ + 
 + − ⋅ − − ⋅ + ⋅ − − ⋅ + 

+ − ⋅ − − ⋅ +

 

   

  

µ

µ

( )( )

3 3

3 3

1 2 2 1 2

3 3 1 2 3 1 2

( , , ) ( , , )

2 ( , , ) ( , , )

iv c iv c
C

iv c iv c
C C

v v c e U v v c e

iv U v v c e U v v c e

−+ −

−+ −

 ⋅ − − ⋅ + 
 + + − ⋅ − − ⋅ 



 λ µ

 (2.54) 
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Изображение Фурье финитных функций можно представить в виде ряда 

Тейлора. Каждой n-ый член этих рядов является моментом n-го порядка оригинала. 

Для финитной на интервале [ ]- ,a a  функции ( )f x , её изображение Фурье можно 

представить в следующем виде: 

0

1( ) ( ) ; ( )
!

a
n n

n n
a

F C i C x f x dx
n

∞

−

= − =∑ ∫ ν ν ,                               (2.55) 

( )2
2( ) ( ) ( ) ( )

2

a a a

a a a

i
F f x dx i xf x dx x f x dx

− − −

−
= − + +∫ ∫ ∫ 

ν
ν ν                 (2.56) 

Дискретизируем рассмотренную область таким образом, чтобы элементы были 

достаточно малы и можно было ограничиться удержанием одного члена ряда. 

Тогда изображение Фурье функции 1 2( , )f x x  можно представить в следующем 

виде: 

1 2 1 2 1 2( , ) ( , )
a b

a b

F v f x x dx dx
− −

= ∫ ∫ ν     (2.57) 

Заменяя правую часть уравнения константой, содержащей среднее значение 

перемещения или напряжения на гранях элемента, получим:  

1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) 4
a b

среднее

a b

F v f x x dx dx ab f const
− −

= = ⋅ =∫ ∫ ν    (2.58) 

Таким образом, уравнения (2.52), (2.53) и (2.54) можно записать в следующем виде 

(внешняя нагрузка не учитывается):  

( )( )
( )

31 2

31 2

1 1

32 2

1 11 21 31

11 21 31

1 1 1

1 2 2 3

4

4

4 2

4

iv civ a iv b

iv civ a iv b

iv a iv a
A A

iv civ b iv b
B B C

X bc e ac e ab e

bc e ac e ab e

iv bc U e bc U e

iv ac U e ac U e ab U e ab U

+ + +

−− −− − −

−+ −

−+ − +

 = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − 
 − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + 

 + + − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + 

+ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅





σ σ σ

σ σ σ

λ µ

λ

( )
( )

3

2 2 1 1

3 3 1 1

3

2 1 1 2 2

3 1 1 3 3

4

4

iv c
C

iv b iv b iv a iv a
B B A A

iv c iv c iv a iv a
C C A A

e

iv ac U e ac U e bc U e bc U e

iv ab U e ab U e bc U e bc U e

−−

− −+ − + −

− −+ − + −

 ⋅ + 
 + − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + 
 + − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ 

µ

µ

,  (2.59) 
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( )( )
( )

31 2

31 2

2 2

31 1

2 12 22 32

12 22 32

2 2 2

2 1 1 3

4

4

4 2

4

iv civ a iv b

iv civ a iv b

iv b iv b
B B

iv civ a iv a
A A C C

X bc e ac e ab e

bc e ac e ab e

iv ac U e ac U e

iv bc U e bc U e ab U e ab U

+ + +

−− −− − −

−+ −

−+ − +

 = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − 
 − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + 

 + + − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + 

+ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅

 σ σ σ

σ σ σ

λ µ

λ

( )
( )

3

1 1 2 2

3 3 2 2

3

1 2 2 1 1

3 2 2 3 3

4

4

iv c

iv a iv a iv b iv b
A A B B

iv c iv c iv b iv b
C C B B

e

iv bc U e bc U e ac U e ac U e

iv ab U e ab U e ac U e ac U e

−−

− −+ − + −

− −+ − + −

 ⋅ + 
 + − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + 
 + − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ 

µ

µ

,  (2.60) 

( )( )
( )

31 2

31 2

3 3

1 1 2

3 13 23 33

13 23 33

3 3 3

3 1 1 2

4

4

4 2

4

iv civ a iv b

iv civ a iv b

iv c iv c
C C

iv a iv a iv b
A A B B

X bc e ac e ab e

bc e ac e ab e

iv ab U e ab U e

iv bc U e bc U e ac U e ac U

+ + +

−− −− − −

−+ −

−+ − +

 = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − 
 − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + 

 + + − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + 

+ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅

 σ σ σ

σ σ σ

λ µ

λ

( )
( )

2

3 31 1

3 32 2

2

1 3 3 1 1

2 3 3 2 2

4

4

iv b

iv c iv civ a iv a
A A C C

iv c iv civ b iv b
B B C C

e

iv bc U e bc U e ab U e ab U e

iv ac U e ac U e ab U e ab U e

−−

−−+ − + −

−−+ − + −

 ⋅ + 
 + − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + 
 + − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ 

µ

µ

  (2.61) 

Для каждой из граней трехмерного конечного элемента необходимо найти 

шесть граничных функций: 1U , 2U , 3U , 1jσ , 2jσ  и 3jσ . Потребуется тридцать шесть 

уравнений для определения неизвестных функций перемещений и напряжений: 

восемнадцать уравнений можно получить из граничных условий для области, либо 

из условий равенства функций на общих гранях соседних элементов, а еще 

восемнадцать уравнений можно получить, воспользовавшись теоремой 

предложенной в диссертации Курбацкого Е.Н. [16]: «Если состояние механической 

системы описывается дифференциальным уравнением с постоянными 

коэффициентами, то сумма изображений Фурье всех функций, определяющих 

внешнее воздействие (включая и граничные условия), равна нулю на нулях 

полинома, соответствующего этому дифференциальному уравнению». 

Поскольку в рассматриваемой задаче знаменатели в уравнениях (2.49), (2.50) 

и (2.51) представляют собой полиномы 4 переменных, то их нули являются 

аналитическим множеством. Числитель данных уравнений должен делиться на 

знаменатель без остатка, поэтому нулевые множества числителя должны 

содержать в себе нулевые множества знаменателя. «В соответствии с 

подготовительной теоремой Вейерштрасса аналитические функции в окрестности 
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точки, в которой они превращаются в нуль, ведут себя как многочлены одной 

переменной с коэффициентами, голоморфно зависящими от остальных. Так как 

целую функцию можно представить как угодно точно через ее значения в 

дискретных точках, зафиксировав все переменные кроме одной и найдя при этих 

значениях корни знаменателя, можно записать условия совпадения нулей 

числителя и знаменателя так же, как и в одномерном случае» [16]. 

Найдем корни знаменателя в уравнениях (2.49), (2.50) и (2.51) при которых 

числитель обращается в ноль: 

1. при 1 20, 0v v= = : 

1

2

3

0,0, 0

0,0, 0

0,0, 0

U

U

U

  
=  

 
   =  

 
   =  

 







ω
β

ω
β

ω
α

  и 

1

2

3

0,0, 0

0,0, 0

0,0, 0

U

U

U

  
− =  

 
   − =  

 
  − =  

 







ω
β

ω
β

ω
α

   (2.62) 

2. при 1 30, 0v v= = : 

1

2

3

0, ,0 0

0, ,0 0

0, ,0 0

U

U

U

  
=  

 
   =  

 
  

=  
  







ω
β

ω
α

ω
β

  и 

1

2

3

0, ,0 0

0, ,0 0

0, ,0 0

U

U

U

  
− =  

 
  − =  

 
  

− =  
  







ω
β

ω
α

ω
β

   (2.63) 

 

3. при 2 30, 0v v= = : 

1

2

3

,0,0 0

,0,0 0

,0,0 0

U

U

U

   =  
 

   =  
 

   =   







ω
α

ω
β

ω
β

  и 

1

2

3

,0,0 0

,0,0 0

,0,0 0

U

U

U

  − =  
 

   − =  
 

   − =   







ω
α

ω
β

ω
β

   (2.64) 
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Условие равенства нулю правых частей уравнения (2.44) для указанных выше 

значений параметров приводит к следующим уравнениям (внешняя нагрузка не 

учитывается): 

при 1 2 30, 0,v v v D= = =  

1 11 21 31

11 21 31

1 1 3 3 0

iDc

iDc

iDc iDc
C C A A

X bc ac ab e
bc ac ab e

iD ab U e ab U e bc U bc U

+ + +

− − − −

+ − − + −

= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ −

− ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ −

 − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ = 





σ σ σ

σ σ σ

µ

,  (2.65) 

2 12 22 32

12 22 32

2 2 3 3 0

iDc

iDc

iDc iDc
C C B B

X bc ac ab e
bc ac ab e

iD ab U e ab U e ac U ac U

+ + +

− − − −

+ − − + −

= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ −

− ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ −

 − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ = 

 σ σ σ

σ σ σ

µ

 (2.66) 

при 1 2 30, 0,v v v S= = =  

( )

3 13 23 33

13 23 33

3 3

1 1 2 2

2

0

iSc

iSc

iSc iSc
C C

A A B B

X bc ac ab e
bc ac ab e

iS ab U e ab U e

iS bc U bc U ac U ac U

+ + +

− − − −

+ − −

+ − + −

= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ −

− ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ −

 − + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − 
 − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ = 

 σ σ σ

σ σ σ

λ µ

λ

  (2.67) 

при 1 2 30, , 0v v D v= = =  

1 11 21 31

11 21 31

1 1 2 2 0

iDb

iDb

iDb iDb
B B A A

X bc ac e ab
bc ac e ab

iD ac U e ac U e bc U bc U

+ + +

− − − −

+ − − + −

= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ −

− ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −

 − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ = 





σ σ σ

σ σ σ

µ

, (2.68) 

3 13 23 33

13 23 33

3 3 2 2 0

iDb

iDb

iDb iDb
B B C C

X bc ac e ab
bc ac e ab

iD ac U e ac U e ab U ab U

+ + +

− − − −

+ − − + −

= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ −

− ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −

 − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ = 

 σ σ σ

σ σ σ

µ

 (2.69) 

при 1 2 30, , 0v v S v= = =  

( )

2 12 22 32

12 22 32

2 2

1 1 3 3

2

0

iSb

iSb

iSb iSb
B B

A A C C

X bc ac e ab
bc ac e ab

iS ac U e ac U e

iS bc U bc U ab U ab U

+ + +

− − − −

+ − −

+ − + −

= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ −
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 − + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − 
 − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ = 

 σ σ σ

σ σ σ

λ µ

λ

  (2.70) 

при 1 2 3, 0, 0v D v v= = =  
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2 12 22 32

12 22 32

2 2 1 1 0

iDa

iDa

iDa iDa
A A B B

X bc e ac ab
bc e ac ab

iD bc U e bc U e ac U ac U
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+ − − + −

= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

 − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ = 

 σ σ σ

σ σ σ

µ

, (2.71) 

3 13 23 33

13 23 33

3 3 1 1 0

iDa

iDa

iDa iDa
A A C C

X bc e ac ab
bc e ac ab

iD bc U e bc U e ab U ab U

+ + +

− − − −

+ − − + −

= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

 − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ = 

 σ σ σ

σ σ σ

µ

 (2.72) 

при 1 2 3, 0, 0v S v v= = =  

( )

1 11 21 31

11 21 31

1 1

2 2 3 3

2

0

iSa

iSa

iSa iSa
A A

B B C C

X bc e ac ab
bc e ac ab

iS bc U e bc U e

iS ac U ac U ab U ab U

+ + +

− − − −

+ − −

+ − + −

= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

 − + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − 
 − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ = 





σ σ σ

σ σ σ

λ µ

λ

,  (2.73) 

где D = ±
ω
β

; S = ±
ω
α

. 

Для перехода к действительным выражениям сложим и вычтем попарно уравнения 

(2.65-2.73). Также будем полагать, что размеры элемента малы по сравнению с 

длиной волны, поэтому ( )sin γ γ≈ , а ( ) 1cos γ ≈ . Тогда получим систему уравнений, 

описывающую колебание трехмерного конечного элемента система, в 

окончательном виде:  
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       − ⋅ − + ⋅ − =        λ

 

, (2.74) 

Полученная система уравнений (2.74) позволяет определять напряженно-

деформированное состояния фундаментов мостовых сооружений с учетом их 

взаимодействия с грунтовым основанием.  

2.5. Учет давления воды на боковую поверхность опор 

Согласно действующим в разных странах нормативным документам 

[85,134,143] давление воды на боковую поверхность свай и/или опоры следует 

учитывать с использованием уравнения для определения лобового сопротивления 

[85]: 
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( ) ( )2, ,
2

w d p
w

C S
F z t u z t= ⋅ 

ρ
     (2.75) 

где dC  - безразмерный коэффициент сопротивления формы; pS  - характерная 

площадь, принимаемая равной площади смачиваемой поверхности; 
31000 /w кг м=ρ  - плотность воды; ( ),u z t  - относительная скорость потока воды.  

При учете давления воды на опоры, помимо силы лобового сопротивления 

требуется так же учитывать инерционные компоненты: «нагрузки от волн на 

обтекаемые преграды и сквозные сооружения должны определяться как сумма 

скоростного и инерционного компонентов, обусловленных соответственно 

локальными значениями скорости и ускорения волнового движения жидкости» 

[144]. Воспользуемся уравнением для учета давления воды на тонкие опоры, 

предложенным в 1950 г. Морисоном [96]. Предположив, что опоры мало влияют на 

поток воды он представил гидродинамическую силу в виде суммы инерционной 

силы iF  и лобового сопротивления dF : 

2

4 2

i dF F

w p m w p d
w

D C D C
F h u h u u= ⋅ + ⋅

 

  
πρ ρ

    (2.76) 

где pD  - диаметр опоры; h  - высота погруженной в воду части опоры;  1m dC C= +  - 

инерционный коэффициент; dC  - коэффициент масс принимаемый равным 

единице для цилиндрических опор. 

Поскольку не существует общего решения для нахождения изображения 

Фурье квадрата функции, то для решения задачи в области частот, с 

использованием уравнения (2.76), необходимо либо заранее задать функцию 

скорости, либо упростить это уравнение. Воспользуемся предложенным в [76] 

уравнением линеаризованной силы лобового сопротивления без учета давления 

постоянной составляющей течения для нормального случайного процесса с 

нулевым средним: 

3
2

w p d
d u

D C
F h u≈ ⋅  

ρ
σ ,     (2.77) 
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где uσ  - величина стандартного отклонения функции скорости. 

Получим уравнение для определения гидродинамического давления воды на опоры 

в окончательном виде: 
2

3
4 2 p

w p w p d
w p u p

D D C
F h u h u= ⋅ + ⋅ 

πρ ρ
σ ,   (2.78) 

где pu , pu  - ускорение и скорость колебания опоры. 

Найдем изображение Фурье по времени функции wF : 

( ),w w pF C u z= ⋅  ω ,     (2.79) 

где 
2

2 3
4 2 p

p p
w w d u

D D
C h i C

 
= − ⋅ + ⋅ 

 
ρ ω π ω σ . 

Поскольку в уравнение (2.79) входит заранее неизвестное стандартное отклонение 

функции скорости, то для его определения необходимо проводить расчет моста в 

несколько этапов: на первом этапе 
puσ  принимается равным нулю или значению в 

полученным в предыдущем расчете, после чего вычисляется его новое значение и 

проводится новый расчет. Расчеты проводятся до тех пор, пока разница между 

новым значением стандартного отклонения 
puσ  и старым не будет менее 5%. 

2.6. Учет воздействия ветра на мостовое сооружение 

Согласно нормативному документу РФ [142] «нормативное значение 

ветровой нагрузки nW  следует определять как сумму нормативных значений 

средней mW  и пульсационной pW , составляющих»: 

n m pW W W= + ,      (2.80) 

где 0m wW W kC= ; 0W  - нормативное значение ветрового давления; k  - коэффициент 

учитывающий изменение ветрового давления по высоте; wC  - аэродинамический 

коэффициент лобового сопротивления; p mW W Lv= ξ ; ξ  - коэффициент 

динамичности; L  - коэффициент пульсации давления ветра; v  - коэффициент 
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пространственной корреляции пульсации давления для расчетной поверхности 

сооружения. 

Уравнение (2.80) предназначено для статического расчета конструкции и 

было получено из уравнения лобового сопротивления (2.75). Для динамического 

расчета преобразуем уравнение (2.75) с учетом поправок, введённых в уравнении 

(2.80) на изменение ветрового давления по высоте и пространственной корреляции 

пульсации давления, а также с учетом снижения нагрузки в продольном 

направлении для пролетных строений со сплошными балками [142]: 

( ) [ ] ( )2, 1 ,
2

w d p
n t

C S
W z t c k Lv u z t= ⋅ + ⋅ 

ρ
,   (2.81) 

где ( )2,u z t  - квадрат функции скорости ветра; tc  - коэффициент принимаемый 

равным 0.2 для пролетных строений со сплошными балками и равным 1.0 для опор. 

Поскольку плотность воздуха мала, и скорость колебания конструкции 

значительно ниже скорости ветра, то при учете давления ветра можно пренебречь 

колебаниями моста. 

Согласно [144] значение коэффициентов k  и Lv  следует определять по 

следующим формулам: 
2

10 10
ezk k  =   

α

,     (2.82) 

0.55 0.0015 , 0.3Lv Lv= − ⋅ ≥λ ,       (2.83) 

где 10k , α  - коэффициенты зависящие от типа местности; ez  - эквивалентная 

высота; λ  - длина пролетного строения. 

Найдем значение изображения Фурье по времени уравнения (2.81) для конечного 

элемента опоры или пролетного строения, полагая, что ( ),windu z t  не изменяется в 

пределах j-го конечного элемента, и получим уравнение изображения Фурье 

функции ветровой нагрузки: 

( ) [ ] { }2
, , 1

2
w d j

wind j t wind

C A
F z c k Lv V= ⋅ + ⋅ ρ

ω     (2.84) 
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где jA  - площадь подветренной стороны конечного элемента; { }2
windV  - 

изображение Фурье квадрата функции скорости ветра, которая в дальнейшей 

работе генерируется с использованием метода, основные положения которого 

изложены в работе [80]. 

2.7. Моделирование автомобильной нагрузки, действующей на мостовое 

сооружение при движении случайного автомобильного потока по проезжей 

части 

Изложенные в данной главе методы построения балочных и трехмерных 

конечных элементов не позволяют учесть массу движущегося по проезжей части 

моста транспорта и жесткость его подвески. Для снижения величины погрешности, 

обусловленной данными допущениями, в дальнейшем в работе будет 

рассматриваться только автомобильная транспортная нагрузка. 

Моделируемая автомобильная нагрузка на пролетное строение моста должна 

отражать поведение реального потока машин: учитывать плотность потока, его 

состав, скорость и образование пробок. Одной из простейших моделей движения 

потока машин является модель Нагеля-Шрекенберга [99], использующая теорию 

клеточных автоматов и предложенная в 1992 году. В данной модели скорость 

движения автомобиля зависит от времени реакции водителя и линейно изменяется 

в зависимости от дистанции между автомобилями: 

( ) ( ) ( )( )1n r n nV t t f x t x t−+ = − ,    (2.85) 

где rt  - время реакции водителя; 1nx −  - координата едущего впереди автомобиля; nx  

- координата автомобиля «n». 

Несмотря на свою простоту, данная модель позволяет моделировать как 

свободнодвижущейся поток, так и заторы, а также подходит для случая 

автомобильных мостов, на которых запрещен обгон. Вместе с тем, данная модель 

не предполагает в своей исходной форме определение скоростей отдельных 

автомобилей с требуемым для моделирования нагрузки малым шагом 
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дискретизации по времени. В связи с этим автором была написана программа 

«Traffic_Flow», использующая описанную модель со следующими 

дополнительными условиями: 

1. Проезжая часть представляет собой замкнутое кольцо. 

2. Запрещен уход автомобилей на другую полоса движения. 

3. Дистанция «D», поддерживаемая водителем, принимается равной 

расстоянию, проезжаемому автомобилем за 1.6 – 2.0 с. [63] 

4. Водитель машины номер «n» поддерживает скорость согласно следующему 

условию: 

( ) ( ) ( ) ( )1 , , ,
,

0 /

N
n k r n n k k r n

n k n k r n
k b

V t t N t V t t N t
V t V t t k t

t t
−

=

− − ⋅∆ − − − ⋅∆
= − − ⋅∆ +

∆∑ ,  (2.86) 

где ( )1 ,n k r nV t t k t− − − ⋅∆  - скорость едущего впереди автомобиля номер «n-1» в 

момент времени ,k r nt t k t− − ⋅∆ ; 01,2,3...N N= ; 0 /bN t t= ∆ ; ,r nt  - время реакции 

водителя автомобиля машины номер «n»; t∆  - шаг дискретизации функции 

скорости по времени; 
2 2 N

b
N

V V a D
t

a
∆ + ∆ + ∆

=  - время за которое дистанция 

между машинами номер «n» и «n-1» примет значение равное «D»; D∆  - расстояние 

равное разнице между текущим расстоянием между автомобилями и «D»; 

1N NV V V−∆ = − ; ( )22 , /N
D Da м с

D
∆ −

= ± . 

5. Время реакции водителя выбирается равным от 0.8 до 1.6 с. со средним 

значением 1.2 с. [126]. 

6. Тип автомобиля, масса и колесная база выбирается случайным образом в 

соответствии с распределениями, полученными для реального потока [86,99].  

7. Максимальное возможное ускорение автомобиля при торможении 

определяется следующим выражением: 

[ ] 29.81 , ( / )a c м с= ⋅ +µ      (2.87) 
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где µ  - коэффициент трения скольжения; 
210.005 0.01 0.0095

100
Vc

p
  = + +  

   
 - 

коэффициент трения качения на сухой дороге [117]; p  - давление в колесах. 

8. Для моделирования случайных событий на дороге, периодически скорость 

случайного автомобиля меняется согласно следующему закону: 

( ) ( )
2

1 2

k
N

n k n k
a tV t V t k t ⋅ ∆

= − ⋅∆ +∑ ,    (2.88) 

где 1, 2,..., /sk t t= ∆ ; 1 3, ( )st c= ÷ . 

После того как будет определена функция скорости каждого автомобиля, 

необходимо определить функцию ускорения и тормозную нагрузку от каждого 

автомобиля на пролетное строение: 

( ) ( )N N NT t m a t=           (2.89) 

На рисунке (2.11) представлен пример графика изменения тормозной нагрузки по 

длине моста в зависимости от времени, полученный с использованием описанной 

модели. 

 

 
Рисунок 2.11 – График изменения тормозной нагрузки от автомобильного потока 

 

Вертикальное воздействие автомобилей на пролетное строение моста 

представим в виде движущихся сосредоточенных сил, скорость перемещения 
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которых вдоль оси моста определяется согласно уравнению (2.86). Поскольку 

задача об определении напряжённо-деформированного состояния моста под 

действием динамической нагрузки в данной работе решается в области частот, то 

учет жесткости подвески автомобиля, движущегося с переменной скоростью, и 

учет его взаимодействия с балкой полетного строения невозможен. 

2.8. Выводы 

1. Получены системы уравнений, позволяющие моделировать работу 

мостового транспортного сооружения под действием слабых природных и 

техногенных воздействий. Преимуществами предлагаемых решений являются 

отсутствие необходимости использования нелогичного моделирования 

континуума, сосредоточенными массами и пружинами, а также тот факт, что 

неизвестными параметрами системы уравнений (2.74) являются напряжения и 

перемещения граней элементов, а в случае системы уравнений (2.30) это 

перемещение, угол поворота, изгибающий момент и поперечная сила.  

2. Представлена модель движения автотранспорта, разработанная на основе 

модели Нагеля-Шрекенберга и дополненная в соответствии с имеющимися 

статистическими данными. Данная модель может быть использована для 

определения функций колебания модели автомобильного моста при движении 

автомобильного потока по проезжей части. 

3. Получены уравнения для учета воздействий водного и воздушного потоков 

на мостовые сооружения. Данные уравнения могут быть использованы при 

решении задачи об определении функций колебания мостового сооружения в 

области частот. 
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ГЛАВА 3 ОЦЕНКА ТЕХНИЧЕСКОГО СОСТОЯНИЯ МОСТОВЫХ 

СООРУЖЕНИЙ ПО ДАННЫМ ПОСТОЯННОГО ПАССИВНОГО 

ВИБРАЦИОННОГО МОНИТОРИНГА 

3.1.  Общие замечания 

При проведении пассивного вибрационного мониторинга мостовых 

сооружений используются данные об их колебаниях, вызванных действием 

случайных или регулярных слабых воздействий природного и техногенного 

характера: ветровая и транспортная нагрузки, давление воды, а также слабая 

сейсмическая нагрузка. Представим некоторые из их возможных сочетаний:  

1. Действует только транспортная или ветровая нагрузки. Данное сочетание 

возможно в случае мониторинга железнодорожного моста. 

2. Транспортная и ветровая нагрузки. 

3. Ветровая и слабая сейсмическая нагрузки. Данное сочетание возможно в 

случае мониторинга железнодорожного моста, или автодорожного моста в 

ночное время. 

4. Транспортная, ветровая и слабая сейсмическая нагрузки. 

Следует отметить, что в тех случаях, когда действует слабая сейсмическая 

нагрузка, допущение о постоянном спектральном составе функции вынуждающей 

силы, используемое во многих методах определения модальных параметров 

сооружения, недействительно. 

В данной главе будет рассмотрен только случай одновременного действия 

ветровой и автомобильной нагрузок.  
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3.2. Уровень колебаний автомобильных мостов в случае действия слабых 

транспортных и ветровых нагрузок 

При проведении пассивного вибрационного мониторинга технического 

состояния мостовых сооружений с использованием данных об их колебаниях под 

действием слабых природных и техногенных воздействий, основным условием 

получения достоверных результатов является определение модальных параметров 

сооружений с требуемой точностью. Поскольку при интенсивных воздействиях, 

особенно в случае наличия установленных сейсмоизоляторов, мостовые 

сооружения могут начать вести себя нелинейно, то уровень их колебаний при 

проведении мониторинга не может превышать некоторой предельной величины 

индивидуальной для каждого сооружения. В таблице 3.1 показаны значения 

ускорения продольных колебаний балки пролетного строения реальных мостов, от 

ветровой и транспортной нагрузок. 

 

Таблица 3.1 – Значения ускорения продольных колебаний балки пролетного 

строения реальных мостов, от ветровой и транспортной нагрузок 
Название моста Золотые 

Ворота 

Newmarket 

Viaduct 
Komtur Sorok 

Страна 
Америка 

Новая 

Зеландия 
Германия Корея 

Тип моста висячий балочный балочный балочный 

Среднее значение ускорения 

колебания балки пролётного 

строения 

0.04 м/с2 

[108] 

0.05 м/с2  

[106] 

0.05 м/с2 

[100] 

0.02 м/с2 

[83] 

Пиковое значение ускорения 

колебания балки пролётного 

строения 

0.10 м/с2 

[108] 

0.25 м/с2  

[106] 

0.35 м/с2 

[100] 

0.25 м/с2 

[83] 

 

По данным, представленным в таблице 3.1, видно, что средний уровень 

продольных колебаний пролетного строения невелик и составляет не более 0.05 
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м/с2, в то время как максимальный уровень колебаний может достигать 0.35 м/с2. 

Однако, ситуации при которых достигаются подобные максимальные уровни 

колебаний возникают редко и в случае продолжительной записи колебаний, с 

последующим выбором подходящих для мониторинга участков функции 

колебания, нелинейным поведением сооружения можно пренебречь [62,110]. 

Еще одним важным условием получения достоверных результатов при 

проведении постоянного вибрационного мониторинга является соответствие 

возможностей используемых датчиков колебаний требуемым параметрам 

измерений. В качестве примера приведем трехкомпонентный сейсмический 

акселерометр MTSS-1043A (Рисунок 3.1) диапазон частот которого составляет 0.1 

– 120 Hz, а диапазон регистрируемых ускорений 6 25 10 7.8 /м с−⋅ ÷ . 

 

 
Рисунок 3.1 – Трехкомпонентный сейсмический акселерометр MTSS-1043A 

 

Данный диапазон частот значительно превышает рекомендуемый для проведения 

постоянного пассивного вибрационного мониторинга диапазон: 0.1 - 30 Hz [74], а 

минимальный уровень регистрируемых ускорений на несколько порядков меньше 

среднего уровня колебаний мостовых сооружений при слабых фоновых 

воздействиях. 

3.3. Влияние годовых температурных изменений на точность определения 

модальных параметров мостовых сооружений 

Согласно проведенному в первой главе анализу положений нормативных 

документов и научных работ других авторов, при проведении вибродиагностики 
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сооружения рекомендуется учитывать изменение его параметров в зависимости от 

температуры элементов моста.  

Проведем расчет для определения влияния температуры на значение 

собственных частот модели трехпролетного неразрезного металлического 

автомобильного балочного моста, построенного на автодороге «Адлер – 

горноклиматический курорт Альпика-сервис» (Рисунок 3.2). Схема моста 

следующая: 62м х 62м х 62м. Также сравним величину приращения значений 

собственных частот моста в случае изменения температуры опорных частей и 

других элементов моста по-отдельности.  

 

 
Рисунок 3.2 – Общий вид моста на автодороге «Адлер – горноклиматический 

курорт Альпика-сервис» 
 

При расчетах в качестве нагрузки использовалось сочетание автомобильной 

и ветровой нагрузок, функции которых при каждом новом расчете генерировались 

для каждого конечного элемента заново. Такой подход позволяет построить график 

зависимости собственных частот от температуры с учетом влияния частотного 

состава функций внешнего силового воздействия на точность проводимых 

измерений. 

В качестве опорных устройств на данном мосту применялись 

резинометаллические опорные части со свинцовым сердечником. При этом 

рассматриваемые уровни колебаний пролетного строения относительно верха опор 

соответствовали принятому допущению о линейной работе опорных устройств. 
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При проведении расчета были использованы следующие эмпирические 

зависимости между параметрами материалов моста и их температурой: 

1. Бетон [75]: 

( ),21 125 МПаc cE E T≈ − ⋅∆ ,    (3.1) 

где ,21cE  - модуль упругости при комнатной температуре; 21T T∆ = −  - изменение 

температуры; T  - текущая температура. 

2. Резина в опорных устройствах: 
7 3 5 2 3 24.17 10 5.54 10 2.44 10 6.29 10r T T T− − − −≈ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ξ   (3.2) 

( )5 3 3 22.63 10 1.67 10 0.041 1.368 МПаrG T T T− −≈− ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ +     (3.3) 

Уравнения (3.2) и (3.3) приняты согласно документации, предоставленной 

производителем опорных устройств «Sylomer». 

3. Сталь металлического пролетного строения моста [130,148]: 

( ),21 66 МПаs sE E T≈ − ⋅     (3.4) 

Следует отметить, что при моделировании не учитывалось влияние изменения 

температуры грунтового основания опор на его параметры, что не соответствует 

действительности. Как отмечается во многих научных работах других авторов 

[121,137], в зависимости от типа грунта и его влажности, изменение модуля 

упругости грунтов в зимнее и летнее время может достигать нескольких раз. 

На рисунке (3.3) представлены полученная зависимость между температурой 

и значением одной из собственных частот продольных колебаний модели моста.  
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Рисунок 3.3 – График зависимости значения собственной частоты колебания 

модели транспортного моста от температуры 

В целом значения параметров полученного ряда измерений мало отличаются от 

экспериментальных данных (Рисунок 1.2-1.4) с поправкой на влияние параметров 

грунта. 

На этом же графике (Рисунок 3.3) показана линия регрессии с 95%-ными 

доверительными границами. Ее форма индивидуальна для каждого моста (Рисунок 

1.2-1.4) и может значительно отличаться от аналогичных, полученных для других 

мостов. Вместе с тем, параметры данной линии и величина стандартного 

отклонения для конкретного моста, в случае отсутствия повреждений, изменяются 

незначительно на протяжении многих лет [52,137], что позволяет учитывать 

влияние температуры на модальные параметры моста имея лишь данные за первые 

полгода мониторинг и за ограниченный промежуток времени в течении 

последующих лет. Принимая во внимание данный факт, можно повысить точность 

обнаружения слабых повреждений сооружения.  

Согласно проведенному расчету, а также результатам исследований других 

авторов [70,75,91], при повреждении моста все ординаты линии регрессии графика 

зависимости собственных частот от температуры получают приблизительно 

одинаковое приращение, а ее форма при этом меняется слабо. Это позволяет, 

используя t-тест Стьюдента (Уравнение 3.5), сравнить два набора измерений и 
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оценить вероятность того, что отличие их статистических параметров — 

случайность.  

1 2
,2 2

1 2

1 2

c c teor

M M
t t

n n

−
= ≥

+
σ σ

,     (3.5) 

где ,c teort  - теоретическое значение t-критерия для заданной вероятности; 1n  и 2n  - 

число измерений в каждой из выборок; 1σ  и 2σ  - величина стандартного отклонения 

каждой из выборок; 1M  и 2M  - среднее значение каждой из выборок.  

На рисунке (3.4) показаны два набора измерений: для модели целого моста и для 

модели того же моста после повреждения одной из его опор.  

 

Рисунок 3.4 – График зависимости значения собственной частоты колебания 

транспортного моста на автодороге «Адлер – горноклиматический курорт 

Альпика-сервис» от температуры с и без учета повреждения моста 

 

Заметно, что параметры линий регрессии отличаются, однако данное отклонение 

может являться случайностью. Воспользовавшись уравнением (3.5), легко 

убедиться, что, уровень значимости меньше 0,001 и, следовательно, с вероятностью 

больше 99.9% различия в статистических параметрах данных выборок не случайны 
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и модальные параметры сооружения действительно изменились в следствии 

повреждения или старения материалов моста. 

При определении зависимости модальных параметров сооружения от 

температуры важно учитывать, что каждый элемент сооружения нагревается по-

разному в зависимости от его геометрии, материала, цвета и других параметров. 

Также проведенные расчеты показали, что даже при одинаковой температуре 

элементы моста по-разному влияют на его модальные параметры. В таблице 3.2 

показано как изменение температуры отдельных элементов модели моста от -20 до 

30 0С влияет на его собственные частоты. 

 

Таблица 3.2 – Значения собственных частот моста при изменении температуры его 

отдельных элементов 

 
Весь мост 

Только опорные 

устройства 

Все, кроме опорных 

устройств 

1f  2f  1f  2f  1f  2f  

-20 0С 7.31 20.90 7.24 20.73 7.16 20.78 

30 0С 7.10 20.52 7.09 20.57 7.10 20.56 

Величина приращения 0.21 0.38 0.15 0.16 0.06 0.22 

 

Таким образом, можно сделать вывод, что для оценки влияния температуры на 

модальные параметры моста, не достаточно учитывать только изменение 

параметров опорных устройств и, следовательно, заранее спрогнозировать 

приращение модальных параметров моста невозможно. 

На основе проведенного анализа были сформулированы следующие 

рекомендации для учета влияния температуры на модальные параметры мостовых 

сооружений при проведении постоянного пассивного вибрационного мониторинга: 

1. Проводятся измерения модальных параметров сооружения, в течении 

первого полугодия после его ввода в эксплуатацию, ремонтных работ или начала 

мониторинга. Эти ряды измерений принимаются в качестве эталонных. В течении 
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этого периода времени температура воздуха должна достигнуть значений близких 

к минимальным и максимальным расчетным. 

2. Проводятся периодические измерения и определяются значения модальных 

параметров сооружения на протяжении всего периода его эксплуатации. 

3. Строятся линии регрессии в эталонном и текущих состояниях сооружения. 

Линии регрессии измерений принимаются криволинейными или кусочно-

линейными. В последнем случае участки кривой, соответствующие температурам 

меньше -5о и больше +15о, следует аппроксимировать отдельными линиями, что 

обусловлено уменьшением кривизны линии регрессии на этих участках. 

Проведение оценки технического состояния сооружения по данным о его 

колебаниях при малых отрицательных температурах не рекомендуется, в связи с 

возможным скачкообразным изменением значений модальных параметров. 

4. Проводится сравнение двух наборов измерений (эталонного и за 

исследуемый период эксплуатации) и определяется вероятность того, что отличие 

их статистических параметров случайность, с использованием уравнения (3.5). 

5. Делается вывод о наличии изменений модальных параметров сооружения и 

как следствие в параметрах его конструкции. 

В независимости от применяемого метода вибродиагностики технического 

состояния мостов, неучёт годового цикла изменения модальных параметров 

сооружения может привести к ложным срабатываниям системы мониторинга или 

наоборот повреждение сооружения может остаться незамеченным. Возможность 

контроля данных изменений является важным преимуществом постоянного 

пассивного мониторинга над активным. 

3.4. Определение значений модальных параметров мостовых сооружений при 

проведении пассивного вибрационного мониторинга 

Результат проводимого постоянного пассивного вибрационного 

мониторинга технического состояния мостов во многом зависит от точности 

измерения модальных параметров сооружения. Использование данных параметров 
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для корректировки расчетной модели моста, является необходимым условием для 

применения многих современных методов оценки технического состояния мостов. 

Рассмотрим основные методы определения модальных параметров сооружения, 

применимые для случая пассивного вибрационного мониторинга. 

3.4.1. Определение значений модальных параметров мостовых 

сооружений с использованием свойств передаточных функций  

В том случае, когда функция вынуждающей силы, действующей на мост, 

известна, для определения модальных параметров сооружения следует 

использовать передаточные функции (Рисунок 3.5) [4]: 

( )( )
( )jk

RH
P

=



ωω
ω

,     (3.6) 

где ( )R ω  и ( )P ω  - изображение Фурье функции реакции системы и функции 

вынуждающей силы. 

 

 
Рисунок 3.5 – График передаточной функции промежуточной опоры 

автомобильного моста. По вертикальной оси принят логарифмический масштаб 

 

Получим уравнение для определения значения передаточной функции на 

каждой, представляющей интерес частоте ωk. Для этого воспользуемся 
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дифференциальным уравнением колебания системы с несколькими степенями 

свободы: 

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }M X C X K X F+ + =  ,    (3.7) 

где [ ]M  - матрица масс; [ ]C  - матрица демпфирования; [ ]K  - матрица жесткости; 

{ }F  - вектор узловых сил; { }X ,{ }X ,{ }X  - вектор ускорение, скоростей и 

перемещений точек системы. 

Запишем следующее уравнение для определения вектора перемещений 

сооружения { }X : 

{ } [ ]{ }X Ф Y= ,          (3.8) 

где [ ]Ф  - матрица собственных форм колебания; { }Y  - вектор обобщенных 

координат. 

Тогда уравнение (3.7) примет следующий вид: 

[ ] [ ]{ } [ ] [ ]{ } [ ] [ ]{ } { }M Ф Y C Ф Y K Ф Y F+ + =           (3.9) 

Умножим левую и правую части уравнения (3.9) на [ ]TФ : 

[ ] [ ] [ ]{ } [ ] [ ] [ ]{ } [ ] [ ] [ ]{ } [ ] { }T T T TФ M Ф Y Ф C Ф Y Ф K Ф Y Ф F+ + =    (3.10) 

Введем следующее обозначение: 

{ } [ ] { }f TФ F=      (3.11) 

Применим преобразование Фурье к уравнению (3.10): 

[ ] [ ] [ ]{ } [ ] [ ] [ ]{ } [ ] [ ] [ ]{ } { }2 fT T T
k kФ M Ф Y i Ф C Ф Y Ф K Ф Y− + =   ω ω   (3.12) 

Из уравнения (3.12) получим уравнение для определения значения jY : 

2 fk j j k j j j j jm Y i c Y k Y⋅ − ⋅ + =   ω ω      (3.13) 

Преобразуем уравнение (3.13): 

2 2

f
2

j
j

j k j k j j

Y
m i

=
 − + 




ω ξ ω ω ω
,    (3.14) 
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где ξ j - модальный коэффициент демпфирования j-той формы колебаний; jω   - 

частота j-той формы колебаний. 

Воспользуемся уравнением (3.11) и запишем уравнение для определения f j
 : 

{ } ( ){ }f T
j j

P= φ ω      (3.15) 

Запишем уравнение для определения вектора изображений Фурье функций 

перемещения сооружения ( ){ }X ω  в следующей форме: 

{ } { }
1

N

jj
j

X Y
=

= ∑ φ ,     (3.16) 

где N - число форм колебания рассматриваемых в расчёте. 

Используя уравнения (3.14), (3.15) и (3.16) запишем уравнение для определения 

{ }X : 

{ } { } ( ){ }{ }
2 2

1 2

T
N

j j

j j k j k j j

P
X

m i=

=
 − + 

∑



φ ω φ

ω ξ ω ω ω
   (3.17) 

Запишем уравнение (3.17) только для точки «a»: 

( )
1

2 2
1 2

D

aj nj nN
n

a
j j k j k j j

P
X

m i
=

=

=
 − + 

∑
∑




φ φ ω

ω ξ ω ω ω
,    (3.18) 

где D – число степеней свободы системы. 

В том случае, если справедливо допущение о том, что реакция сооружения в точке 

«a» на j-й собственной частоте определяется только j-й собственной формой 

колебания, уравнение (3.18) может быть записано в следующем виде: 

( )
1

2 22

D

aj nj n
n

a
j k j k j j

P
X

m i
=≈

 − + 

∑ 


φ φ ω

ω ξ ω ω ω
    (3.19) 

Тогда, используя полученное уравнение (3.19), запишем уравнение передаточной 

функции (Уравнение 3.6) для точки «a» в случае единственной узловой силы 

приложенной в точке «d» ( )dP ω : 
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( ) ( ) 2 22
dj aja

ad
d j k j k j j

X H
P m i

= =
 − + 




φ φ

ω
ω ω ξ ω ω ω

   (3.20) 

В правой части уравнения (3.20) содержится вся информация о модальных 

параметрах сооружения, что позволяет определить их используя следующие 

условия: 

( )

( ) 2

Re 0

Im
2 1

ad j

dj aj
ad j

j j j

H

H
m i

   = 


  =    −  

ω

φ φ
ω

ω ξ
 (3.21) 

Данные условия позволяют определить не только значения собственных частот, но 

и остальных модальных параметров мостового сооружения.  

В общем случае, при проведении пассивного мониторинга функции сил, 

действующие на мостовое сооружение остаются неизвестными. Однако, если 

принять допущение о том, что функция внешнего воздействия является белым 

шумом [34,70], то есть ее спектральная мощность в исследуемом диапазоне 

постоянна, то вместо графиков передаточных функция можно использовать 

графики спектров Фурье функций колебания сооружения: 

( ) ( )a adX H С= ⋅ ω ω ,     (3.22) 

где C  - неизвестная константа значение которой зависит от параметров функции 

внешнего силового воздействия. 

Следует отметить, что данное допущение используется в большинстве методов 

определения значений модальных параметров мостовых сооружений при 

проведении пассивного вибрационного мониторинга [50,81,91,100,123].  

Воспользуемся уравнением (3.22) и определим значения собственных частот 

колебания сооружения, под действием слабых природных и техногенных 

воздействий, по пикам на спектре Фурье [42,109,136] (Рисунок 3.6) или 

энергетическом спектре [52,62].  
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Рисунок 3.6 – Спектр Фурье функции ускорения верха центральной опоры (№2) 

модели трехпролетного моста 

 

Для удобства определения значений собственных частот с использованием графика 

спектра Фурье функции колебания сооружения его предварительно следует 

аппроксимировать. Для этого воспользуемся функцией сглаживающего сплайна 

(Рисунок 3.7): 

( ) ( )
222

21j j j
j

sX p w y s x p dx
x

 ∂ = − + −    ∂ 
∑ ∫ ,  (3.23) 

где 0 1p = ÷  - параметр определяющий как точно сплайн повторяет исходный 

график; jw  - вес; ( )js x  - значение функции сплайна; jy  - значение исходной 

функции. 

Значение ординат сплайна ( )js x  подбираются согласно уравнению (3.23), так, 

чтобы соответствующее значение X  было минимальным. Применение 

плавающего среднего для аппроксимации графика спектра Фурье сигнала, в 

данном случае, не дает удовлетворительных результатов. 
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Рисунок 3.7 – Спектр Фурье функции ускорения верхней точки опоры №2 после 

аппроксимации сплайном 

 

В случае использования допущения о постоянном спектральном составе 

функций вынуждающих сил, при каждом новом измерении, вне зависимости от 

других факторов, полученные значения модальных параметров сооружений будут 

несколько отличаться. Продемонстрируем это на примере спектра Фурье функции 

колебания верха промежуточной опоры моста (Рисунок 3.2) в поврежденном и 

целом состояниях. Результаты представлены в таблице 3.3.   

 

Таблица 3.3 – Значения собственных частот моста с поврежденными сваями 

 

Ap = 1.00 A0.  

50 расчетов 

Ap = 0.90 A0.   

10 расчетов 

Ap = 0.80 A0.   

10 расчетов 

1f  2f  1f  2f  1f  2f  

Среднее значение ряда измерений 7.16 20.64 7.11 20.23 7.06 19.70 

Стандартное отклонение ряда измерений 0.04 0.06 0.05 0.07 0.05 0.08 

Доверительный интервал ± 0.02 ± 0.02 ± 0.03 ± 0.04 ± 0.03 ± 0.04 

Вероятность наличия повреждения в 

конструкции сооружения, % 
- - 99 99.9 99.9 99.9 
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Повреждение опоры моделировалось путем снижения площади поперечного 

сечения A0 полуметрового верхнего участка свай и полуметрового участка на 

глубине 8 м. Подобные повреждения могут произойти вследствие разжижения 

верхнего слоя грунта во время землетрясения. Здесь и далее для определения 

среднего значения частот и величины стандартного отклонения применялся метод 

максимального правдоподобия. 

Указанная в таблице 3.3 вероятность наличия повреждения в конструкции 

сооружения получена с использованием t-теста Стьюдента в предположении, что 

число измерений 2n  собственных частот целого сооружения значительно больше 

числа измерений 1n  поврежденного сооружения и при этом 2 50n ≥ . Тогда 

справедливо следующее условие: 
2 2
2 1

2 1n n
<<

σ σ
            (3.24) 

Отсюда окончательно получим уравнение для определения значения t-критерия: 

1 2
1 ,

1
c c teor

M M
t n t

−
= ≥

σ
     (3.25) 

Следует отметить, что величина стандартного отклонения измерений для разных 

мостов может отличаться в разы [41,101], а чувствительность собственных частот 

сооружений к повреждениям при этом оставаться низкой. Таким образом 

определяемая с использованием уравнения (3.25) вероятность наличия 

повреждения в конструкции разных мостов может сильно разниться при том же 

количестве измерений и той же степени повреждений.  

Несмотря на то, что значения собственных частот сооружения зачастую 

легко определяются по спектрам Фурье функций колебания сооружения, их одних 

недостаточно для оценки технического состояния мостового сооружения. 

Необходимо также определять значения собственных форм колебания сооружения 

и модальных коэффициентов демпфирования, которые, как показали опыты, 

проведенные другими авторами [93,110], более чувствительны к повреждениям 

чем собственные частоты.  
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Одним из способов определения значения собственных форм колебания 

системы при проведении пассивного мониторинга, является использование 

отношения изображений Фурье функций реакций сооружения в разных точках на 

слабое динамическое воздействие [110]:  

( )
( )

2 2

2 2

2

2
j k j k j jd dj aj aja

b d dj bj bjj k j k j j

m iPX
X Pm i

 − +⋅  ≈ =
⋅ − + 



 

ω ξ ω ω ωω φ φ φ
ω φ φ φω ξ ω ω ω

  (3.26) 

Данное уравнение справедливо только для случая, когда собственные частоты 

расположены на удалении друг от друга и влиянием соседних форм колебания 

можно пренебречь.  

В таблице 3.4 представлены значения отношения амплитуд собственных 

форм колебания верхней и нижней точек тела промежуточной опоры моста, для 

случая повреждения свайного фундамента в результате разжижения грунта.  

 

Таблица 3.4 – Значение амплитуд форм колебания промежуточной опоры моста  

 

Ap = 1.00 A0.   

50 расчетов 

Ap = 0.90 A0.  

10 расчетов 

Ap = 0.80 A0.   

10 расчетов 

1f  2f  1f  2f  1f  2f  

Среднее значение 1.28 10.51 1.30 11.87 1.31 12.34 

Стандартное отклонение 0.04 0.08 0.05 0.09 0.05 0.10 

Доверительный интервал ± 0.02 ± 0.03 ± 0.03 ± 0.05 ± 0.03 ± 0.06 

Вероятность факта наличия повреждения 

сооружения, % 
- - <95 99.9 <95 99.9 

 

Результаты расчетов, представленные в таблице 3.4 показывают, что собственные 

формы колебания сооружения действительно более чувствительны к 

повреждениям чем собственные частоты, однако точность их измерения несколько 

ниже из-за влияния соседних форм колебания. Воспользуемся уравнением (3.18) и 

запишем отношение изображений Фурье функций колебания сооружения с двумя 

степенями свободы в двух точках в случае действия на систему двух сил: 
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( ) ( )

( ) ( )

2 2

1 1 2 2 2 1
1 1
2 2

1 1 2 2 2 1
1 1

N N

a n n a n n
a n n

N N
b

b n n b n n
n n

P S P S
X
X P S P S

= =

= =
= =

= =

⋅ + ⋅
=

⋅ + ⋅

∑ ∑

∑ ∑

 



 

φ φ ω φ φ ω

φ φ ω φ φ ω
,   (3.27) 

где 2 22j j k j k j jS m i = − + ω ξ ω ω ω ; N – число точек приложения сил. 

Из уравнения (3.27) видно, что точность определения собственных форм колебаний 

зависит не только от модальных параметров системы, но и от функций внешнего 

силового воздействия.  

Наличие повреждений в конструкции влияет не только на ее собственные 

частоты и формы колебания, но также и на коэффициент демпфирования. Так, в 

[35] указывается, что коэффициент демпфирования целого железобетона в среднем 

равняется 0.7-1.0%, в то время как у потрескавшегося он повышается вплоть до 4%. 

В свою очередь изменение коэффициента демпфирования влияет на остроту пиков 

на спектрах Фурье [106,110], что позволяет определить его значение 

экспериментально. Следует отметить, что значение коэффициента демпфирования, 

определяемого с использованием различных методов, может разниться более чем в 

два раза  [62]. Также, ряд исследований показал, что коэффициент демпфирования 

в значительной степени зависит от температуры и интенсивности воздействия [62]: 

в 1992 году были представлены результаты серии тестов подвесного моста, 

которые показали, что коэффициент демпфирования изменяется даже при малых 

амплитудах колебания, соответствующих микросейсмическому воздействию, а 

увеличение температуры на 20 градусов снизило коэффициент демпфирования 

одной из мод в два раза. 

Рассмотрим пример определения коэффициента демпфирования с 

использованием уравнения (1.1). Данное уравнение получено в предположении 

малого влияния соседних форм колебания. Значения 2,rω  и 1,rω  обычно 

определяются на графике модуля передаточной функции, однако также для этого 

может быть использована диаграмма Найквиста [61]. В таблице 3.5 представлены 

результаты определения коэффициентов демпфирования двух собственных форм 

колебания модели транспортного моста (Рисунок 3.2). Повреждение 
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моделировалось путем изменения коэффициента демпфирования бетона 

полуметровых участков свай фундамента промежуточной опоры на глубине 2 м. и 

8 м. 

 

Таблица 3.5 – Значение модального коэффициентов демпфирования, в зависимости 

от степени повреждения свай 

 

20 расчетов 

0.7%=ξ  
20 расчетов 

2%=ξ  

20 расчетов 

4%=ξ  

1f  2f  1f  2f  1f  2f  

Среднее значение 1.16 0.90 1.16  0.92 1.18 0.95 

Стандартное отклонение 0.13 0.14 0.12 0.11 0.15 0.11 

Доверительный интервал 0.06 0.06 0.05 0.05 0.07 0.05 

Вероятность факта наличия повреждения 

сооружения, % 
- - - <95 <95 <95 

 

Согласно результатам расчетов, приведенным в таблице 3.5, величина 95% 

доверительного интервала значений коэффициента демпфирования, превосходит 

величину изменений, вызванных точечными повреждениями в опорах.  

Помимо частотного состава функций вынуждающих сил, на точность 

измерений коэффициента демпфирования влияют следующие факторы: 

1. Наличие шумов от измерительных приборов.  

2. Влияния соседних мод. Их влияние тем сильнее, чем больше коэффициент 

демпфирования исследуемой моды [65]. 

3. Большой шаг дискретизации передаточной функции.  

4. Предварительная аппроксимация графика увеличивает значение 

коэффициента демпфирования. 

5. Влияние температуры.  

Таким образом определение значений модальных коэффициентов демпфирования 

сооружения, с точностью достаточной для определения его технического 
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состояния, при проведении пассивного вибрационного мониторинга является, в 

общем случае, невозможным. 

Помимо описанных ранее в этой главе методов определения модальных 

параметров сооружения в настоящее время широкое распространение получил 

способ, позволяющий учесть влияние соседних форм колебания на исследуемую 

моду: аппроксимация графика передаточной функции. Предположим, что 

передаточная функция получена для динамической системы с постоянными во 

времени параметрами, тогда она может быть представлена в следующем виде [115]: 

1. Рациональная дробная форма: 

0

0

( )

m
k

k
k

n
k

k
k

a s
F

b s

=

=

⋅
=

⋅

∑

∑
ω ,     (3.28) 

где s i= ω . 

Данная форма представляет собой отношение двух многочленов порядок которых 

не зависит друг от друга [113].  

2. Разложение на простейшие дроби: 
*

*
1

( )
N

k k

k k k

R RF
i i=

= +
− −∑ω

ω λ ω λ
,    (3.29) 

где T
k k kR =φ γ ; kφ  - вектор собственных форм колебания; kγ  - коэффициент влияния 

форм; *
kλ , k k kc i= ±λ ω  - комплексно-сопряженная пара полюсов; kc  - коэффициент 

демпфирования k-й моды; kω  - собственная частота колебания; ( )*  - комплексное-

сопряжение; N – число собственных форм колебания. 

Обе формы представления передаточной функции обладают как своими 

преимуществами, так и недостатками.  Представление передаточной функции в 

виде суммы простых рациональных дробей позволяет определить модальные 

параметры системы непосредственно в процессе аппроксимации, в то время как в 

дробно-рациональной форме для этого необходимо предварительно определить 

значения неизвестных констант и только после этого можно определить значения 
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модальных параметров. Недостатком разложения в виде суммы дробей является 

необходимость решения системы нелинейных уравнений. 

На рисунке (3.8) представлен пример аппроксимации передаточной функции 

промежуточной опоры модели автомобильного моста (Рисунок 3.2). 

 

 
Рисунок 3.8 – График абсолютного значения передаточной функции верхней 

точки промежуточной опоры модели моста 
 

Следует отметить, что аппроксимация всего графика целиком может быть 

затруднительна в следствии наличия шумов или большого числа собственных 

частот. В таком случае можно проводить аппроксимацию на заранее выбранных 

интервалах частот.  

Наличие шумов на графике передаточной функции затрудняет 

аппроксимацию, поскольку в процессе проявляются «паразитные» частоты, что 

обусловлено наличием шумов в измерениях. Для их выявления необходимо 

проводить аппроксимацию несколько раз постепенно изменяя число 

удерживаемых членов ряда. В таком случае положение «паразитных» частот будет 

постоянно меняться, в то время как значения «истинных» собственных частот 

будут меняться слабо. 
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Поскольку определить передаточную функцию при проведении пассивного 

мониторинга в общем случае невозможно, то следует использовать метод 

аппроксимации спектров Фурье функций колебания [40] в предположении, что 

спектральная мощность функций вынуждающих сил постоянна. 

Продемонстрируем на примере функции колебания верха промежуточной опоры 

как данное допущение сказывается на точности измерений. В таблице (3.6) 

представлены результаты. 

 

Таблица 3.6 – Значения собственных частот моста, определенные методом 

аппроксимации спектров Фурье функций колебания 

 

Ap = 1.00 A0.   

50 измерений 

Ap = 0.90 A0.   

20 измерений 

Ap = 0.80 A0.   

20 измерений 

1f  2f  1f  2f  1f  2f  

Точное значение 7.16 20.64 7.11 20.23 7.06 19.70 

Среднее значение 7.11 20.60 7.04 20.27 7.04 19.68 

Стандартное отклонение 0.05 0.12 0.05 0.10 0.06 0.11 

Доверительный интервал ± 0.02 ± 0.02 ± 0.03 ± 0.05 ± 0.03 ± 0.05 

Вероятность факта наличия повреждения 

сооружения, % 
- - 99 99.9 99.9 99.9 

 

Из результатов измерений, представленных в таблице 3.6 видно, что для данного 

метода характерна большое значение величины стандартного отклонения в связи 

непостоянной спектральной мощностью функции внешнего силового воздействия. 

Следует, также заметить, что среднее значение измерений не соответствует 

точному значению, а для первой собственной частоты точное значение не попадает 

в доверительный интервал. 
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3.5. Метод оценки технического состояния опор и опорных устройств моста с 

использованием свойств передаточных функций 

Метод контроля изменения значений модальных параметров мостовых 

сооружений не позволяет проводить полноценный мониторинг их технического 

состояния. Он может быть использован для определения факта наличия 

повреждений, но не места и не степени повреждения элементов сооружения. 

Поэтому при проведении вибрационного мониторинга полученные значения 

модальных параметров обычно используются как исходная информация для 

корректировки модели моста, которая в свою очередь в дальнейшем используется 

в составе более сложных методов оценки технического состояния сооружений. 

Вместе с тем, как уже было показано ранее в данной главе, значения этих 

параметров при проведении пассивного мониторинга не могут быть определены 

точно, и потому полученная модель сооружения неизбежно будет содержать 

ошибку. Таким образом в независимости от применяемого метода оценки 

технического состояния мостовых сооружений точное определение места и 

степени повреждения при проведении пассивного мониторинга возможно только в 

случае наличия серьезных повреждений [58].  

Для повышения точности оценки технического состояния опор и опорных 

устройств мостовых сооружений при проведении пассивного мониторинга автором 

предлагается воспользоваться свойствами передаточных функций и определить 

модальные параметры опор моста, как если бы они были отдельно стоящими. 

Исходными данными при этом будут служить функции поперечных колебаний 

верха опор и продольных колебаний балки пролетного строения.  

Запишем функцию поперечной силы, действующей в опорном устройстве, в 

следующем виде: 

. .( ) ( , ) ( , )оп ус f fP t k t u u c t u u= ∆ ⋅∆ + ∆ ⋅∆  ,    (3.30) 

где ( ) ( )b pu u t u t∆ = − ; ( ) ( )b pu u t u t∆ = −   ; ( )pu t , ( )bu t  - перемещение верха опоры и 

балки пролетного строения соответственно; ( )pu t , ( )bu t  - скорость колебания верха 
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опоры и балки пролетного строения соответственно; ( , )fk t u∆  - жесткость опорного 

устройства; ( , )fc t u∆  - коэффициент демпфирования опорного устройства. 

Поскольку, как отмечалось ранее в данной главе, интенсивность продольных 

колебаний мостового сооружения при слабых фоновых воздействиях не велика, то 

изменением значений параметров опорного устройства можно пренебречь. Тогда 

изображение Фурье уравнения (3.30) можно записать следующим образом: 

. .( )оп ус f fP k i c U = − ⋅ ⋅ ∆ 
 ω ω     (3.31) 

В случае, если пренебречь влиянием изгибающего момента, действующего в 

верхней точке опоры (Рисунок 3.9) на ее поперечный прогиб, а также воздействием 

ветра на опору вдоль оси моста, передаточную функцию для данной точки можно 

представить в следующем виде: 

. .

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
p p

p
оп ус b p f f

U U
H

P U U k i c
≈ =

   − ⋅ − ⋅  

 

  

ω ω
ω

ω ω ω ω
,  (3.32) 

где ( )bU ω - изображение Фурье функции перемещения пролетного строения; 

( )pU ω  - изображение Фурье функции перемещения верха опоры. 

 

 
Рисунок 3.9 – Замена «отсеченного» опорного устройства сосредоточенной силой 

и изгибающим моментом 

 

Отсюда, зная функции колебания опоры и пролетного строения, получим 

следующее уравнение для определения передаточной функции: 
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( )
( )

( ) ( )
p

p f f
b p

U
H k i c

U U
 ≈ ⋅ − ⋅ −



 
ω

ω ω
ω ω

    (3.33) 

Следует отметить, что множитель f fk i c − ⋅ ω  в правой части уравнения (3.33) не 

влияет на значение резонансных частот на графике передаточной функции ( )pH ω . 

На рисунке (3.10) показан график передаточной функции полученный с 

использованием уравнения (3.33). Заметно, что значения резонансных частот 

снизились по сравнению со значениями, представленными в таблице (3.3). Эти 

значения соответствуют данной опоре, как если бы она была отдельно стоящей, без 

опорного устройства и опирающейся на нее балки пролетного строения. Следует 

также отметить изменившуюся «остроту» пиков в сравнении с графиком на 

рисунке (3.7), что свидетельствует об изменении значений модальных 

коэффициентов демпфирования (Уравнение 1.1). 

 

 
Рисунок 3.10 – График передаточной функции промежуточной опоры 

автомобильного моста 

 

В таблице 3.7 представлены средние значения двух собственных частот 

полученные с использованием передаточной функции промежуточной опоры 

моста (Рисунок 3.2) с целыми и поврежденными сваями. В сравнении со 
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значениями, представленными в таблице 3.3, величина стандартного отклонения 

повысилась.   

 

Таблица 3.7 – Значения собственных частот колебания модели моста определенных 

с использованием передаточной функции промежуточной опоры 

 

Ap = 1.00 A0.  

50 измерений 

Ap = 0.90 A0.  

10 измерений 

Ap = 0.80 A0.  

10 измерений 

1f  2f  1f  2f  1f  2f  

Точное значение 6.68 20.19 6.61 19.75 6.53 19.24 

Среднее значение 6.68 20.17 6.61 19.70 6.49 19.22 

Стандартное отклонение 0.04 0.06 0.12 0.06 0.11 0.05 

Доверительный интервал ± 0.02 ± 0.03 ± 0.08 ± 0.03 ± 0.08 ± 0.03 

Вероятность факта наличия повреждения 

сооружения, % 
- - <95 99.9 99.9 99.9 

 

Большое значение величины стандартного отклонения измерений в таблице (3.7) 

объясняется воздействием ветра на опору вдоль оси моста, неучтенным при 

определении передаточной функции (Уравнение 3.33) [11]. Запишем уравнение для 

определения изображения Фурье перемещений верха опоры с учетом воздействия 

ветра: 

( ). . ,
1

2 2

( )

2

N

aj оп ус nj n W
n

a aj
j k j k j j

P P
X

m i
=

+
≈

 − + 

∑ 


φ ω φ ω

φ
ω ξ ω ω ω

,    (3.34) 

где ( ),n WP ω  - функция давления ветра в точке «n». 

Запишем уравнение (3.33) с учетом полученного уравнения для aX : 

( ),
2 2

1. . . .( ) ( )2

N
aj n Wa

aj nj
nоп ус оп усj k j k j j

PX
P Pm i =

 
≈ + 

 − +    
∑



 
φ ω

φ φ
ω ωω ξ ω ω ω

    (3.35) 

Из анализа уравнения (3.35), можно сделать вывод, что точность полученной с 

использованием уравнения (3.33) передаточной функции зависит от функции 
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отношения продольной транспортной и ветровой нагрузок, а также от формы 

собственных колебаний. Таким образом использование уравнения (3.33) для 

железнодорожных мостов может быть более оправданным чем для автомобильных. 

3.5.1. Определение места и степени повреждения опор и опорных 

устройств моста 

Определение места и степени повреждения мостового сооружения является 

значительно более сложной задачей, чем выявление самого факта наличия 

повреждения. В общем случае, для этого требуется моделировать работу всего 

мостового сооружения в целом, что, в связи с большим числом неизвестных и 

малой точностью определения модальных параметров, является сложной задачей.  

Метод определения модальных параметров опоры моста с использованием 

свойств передаточных функций (Уравнение 3.33), предложенный ранее в этой 

главе, может быть использован для определения технического состояния опоры 

моста отдельно от остальных элементов, что позволяет решать следующие задачи: 

1. Определение степени повреждения опорных устройств моста. Поскольку в 

правую часть уравнения (3.33) в качестве множителя входят параметры опорных 

устройств fk  и fc , то в случае их изменения также изменятся и все ординаты 

передаточной функции. Величина данного изменения при этом будет равна: 

, , , ,

,п,п ,п ,п

( )
( )

p ц f ц f ц f ц

fp f f

H k i c k
kH k i c

 ⋅ − ⋅  ≈
 ⋅ − ⋅ 

ω ω

ω ω
,   (3.36) 

где ,f цk , ,f цc  - параметры целого опорного устройства; ,пfk , ,пfc  - параметры 

поврежденного опорного устройства. 

Следует отметить, что в случае повреждения тела или фундамента опоры 

изменения затронут преимущественно резонансные частоты. 

2. Определение места и степени повреждения опор моста. Для этого следует 

провести дополнительное измерение колебания опоры в точке расположенной 

ниже верха опоры, тем самым «разбив» опору на два участка. Это позволяет 
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определить где произошло повреждение: ниже или выше второй точки. Поскольку 

параметры нижнего участка опоры остаются неизвестными, то его следует 

заменить пружинками эквивалентной жесткости (Рисунок 3.11). 

 

 
Рисунок 3.11 – Модель промежуточной опоры. 

 

Вычислив значения жесткостей 1K , 2K  и  EI  можно определить на каком участке 

произошло повреждение и оценить степень повреждений. 

Для определения значений неизвестных жесткостей 1K , 2K  и  EI  решим 

задачу обратную задаче об определении модальных параметров сооружения 

воспользовавшись следующей системой уравнений [47]: 

[ ] [ ] { }
[ ] [ ]

2

2

0

det 0

n n

n

k m

k m

 − ⋅ = 


 − =  

ω φ

ω
,        (3.37) 

где [ ]k  - матрица жесткости; [ ]m  - матрица масс; { }n
φ  - вектор собственных форм 

колебаний; nω  - значение собственной частоты колебания системы; [ ]det ...  - 

определитель матрицы. 

Число степеней свободы модели опоры, изображенной на рисунке 3.11 составляет 

4: две поступательных и две вращательных. Воспользуемся методом статической 

конденсации [28,47] и исключим безмассовые степени свободы из рассмотрения: 
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[ ]
1

con

S S
k

S K S
−

=
− +

,     (3.38) 

[ ] / 2
/ 2con

M
m

M
= ,       (3.39) 

где 2
3

2

12 12 31
12 4

EI EI HKS
H EI HK

 +
= − + 

. 

Поскольку 1K  и 2K  являются динамическими жесткостями и зависят от частоты, 

то систему уравнений (3.37) можно использовать для записи двух систем 

уравнений из трех уравнений для определения значения трех неизвестных 

жесткостей для каждой собственной частоты: 

[ ] [ ] { }

[ ] [ ]

2
1 1,1

2
1,1

0

det 0

con con

con con

k m

k m

 − ⋅ = 


 − =  

ω φ

ω
,     (3.40) 

[ ] [ ] { }

[ ] [ ]

2
2 2,2

2
2,2

0

det 0

con con

con con

k m

k m

 − ⋅ = 


 − =  

ω φ

ω
     (3.41) 

Пренебрегая изменением значения массы поврежденной опоры и решая системы 

уравнений (3.40) и (3.41) относительно неизвестных значений жесткостей, можно 

определить место повреждения опоры путем сравнения полученных значений 

жесткостей с эталонными. Вместе с тем, следует отметить, что в общем случае 

повреждение отдельных элементов сооружения слабо сказывается на значениях 

элементов матрицы жесткости. Однако в случае динамических жесткостей 1K  и 2K  

данное изменение может достигать 30%, что позволяет использовать уравнения 

(3.40) и (3.41) несмотря на погрешности при определении значения модальных 

параметров. Столь сильное влияние повреждений объясняется тем, что 

динамическая жесткость представляет собой функцию обратную передаточной 

функции. 
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3.6. Выводы 

1. Проведено исследование влияния годичных температурных колебаний на 

модальные параметры мостовых сооружений. Предложен метод учета этих 

изменений в случае проведения пассивной вибродиагностики технического 

состояния мостов. 

2. Использование допущения о постоянном спектральном составе функций 

внешних силовых воздействий позволяет значительно упростить задачу об 

определении модальных параметров мостовых сооружений. Вместе с тем, 

результаты проведенных расчетов показывают, что в связи с малой 

чувствительностью этих параметров к повреждениям, необходимо проводить 

многократные измерения для точного определения динамических характеристик 

сооружений. 

3. Предложен новый метод оценки технического состояния опор и опорных 

устройств мостов по данным пассивной вибродиагностики. Метод позволяет 

значительно упростить процедуру определения их технического состояния в 

случае мониторинга многопролетных транспортных мостов. 
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ГЛАВА 4 ОЦЕНКА ТЕХНИЧЕСКОГО СОСТОЯНИЯ МОСТОВЫХ 

СООРУЖЕНИЙ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ДАННЫХ ОБ ИХ КОЛЕБАНИЯХ 

ВО ВРЕМЯ СЛАБЫХ ЗЕМЛЕТРЯСЕНИЙ 

4.1. Общие замечания 

При проведении пассивной вибродиагностики транспортных мостовых 

сооружений источниками возбуждения колебаний конструкции могут являться не 

только транспортная и ветровая нагрузки, давление воды на опоры моста, но и 

сейсмическая нагрузка. К ее преимуществам можно отнести следующее: 

1. параметры каждого землетрясения уникальны, а значит для исследуемого 

моста всегда можно выбрать те из них, которые удовлетворяют требованиям по 

минимальной и максимальной интенсивности воздействия; 

2. во время землетрясения динамическому воздействию подвергается все 

сооружение вне зависимости от его геометрических характеристик; 

3. функция колебания грунта во время землетрясения может быть записана и, 

следовательно, определена передаточная функция.  

Вместе с тем, даже слабые землетрясения являются редким событием и их числа 

может быть недостаточно для проведения постоянного пассивного мониторинга 

технического состояния мостовых сооружений. 

4.2. Определение периода повторяемости слабых землетрясений в районе 

Керченского пролива 

Рассмотрим в качестве примера район Керченского пролива и определим для 

него период повторяемости слабых землетрясений, применимых для проведения 

пассивного мониторинга мостов. Данный район был выбран поскольку согласно 

картам ОСР-2016 он входит в число наиболее сейсмически опасных районов 

России и характеризуется высокой современной тектонической активностью, 
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проявляющейся преимущественно в «…деформациях молодых геологических 

образований, грязевом вулканизме и движениях земной поверхности» [6,25].  

Согласно многочисленным источникам [1,3,19,25,27] количество 

произошедших за последние 100 лет землетрясений в регионе достаточно велико 

(Рисунок 4.1), однако, их магнитуда редко превышает 5.5 – 5.7. Высокая 

сейсмическая опасность района, прежде всего, обусловлена разрушительными 

землетрясениями прошлого магнитудой до 7.5 (Рисунок 4.1) и большим 

количеством потенциально опасных разломов (Рисунок 4.2). 

 

 
Рисунок 4.1 – Эпицентры зарегистрированных землетрясений и 

сейсмогенерирующие зоны 
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Рисунок 4.2 – Расположение активных разломов в районе Керченского пролива 

 

Для определения периода повторяемости слабых землетрясений 

воспользуемся вероятностным методом оценки сейсмической опасности района 

[145]. Запишем уравнение для определения значения вероятности λ , при которой 

уровень колебаний грунта A0 будет достигнут или превышен величиной A [66]: 

( ) ( ) ( ) ( )0 0
1

, | ,
s

i i

N

i M R
i

A A v f m f r P A m r A m r dmdrλ
=

≥ = ≥  ∑ ∫ ∫ ,  (4.1) 

где ( )
iMf m  - функция плотности вероятности магнитуд; ( )

iRf r  - функция плотности 

вероятности расстояния от эпицентра до исследуемого участка; ( ) 0, | ,P A m r A m r≥    

- вероятность превышения пикового ускорения 0A , в случае, если землетрясение 

магнитудой «m» произошло на расстоянии «r»; iv  - частота возникновения 

землетрясений магнитудой больше mmin для отдельного источника «i» из общего 

числа источников Ns. 

Определим неизвестные параметры, входящие в уравнение (4.1). Для этого 

территория вокруг Керченского пролива была «разбита» автором на несколько 

сейсмогенерирующих зон (Рисунок 4.1) исходя из расположения разломов и 

эпицентров землетрясений, их возраста и максимальной магнитуды (Рисунок 4.3).  
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Рисунок 4.3 – Распределение эпицентров: а) по возрасту  

б) по магнитудам 

 

Для каждой из сейсмогенерирующих зон максимальная магнитуда была 

принята меньшей, чем у зарегистрированных там землетрясений. Для данных зон 

была использована модель сейсмогенных поверхностей, равномерно 

распределенных по глубине. В тех точках, в которых согласно имеющейся базе 

данных в прошлом находились эпицентры землетрясений, были расположены 

точечные источники с максимальными значениями магнитуд равными 

максимальной магнитуде землетрясений, зарегистрированных в данной зоне, а 

минимальная магнитуда принята равной максимальной магнитуде, 

соответствующей сейсмогенерирующей зоны. Такой подход позволяет учесть 

возможность смещения расположения эпицентров будущих землетрясений и 

вместе с тем принять во внимание тот факт, что вероятность возникновения 

мощного землетрясения в местах отличных от мест скопления эпицентров старых 

землетрясений невелика [13]. 

В общем случае между числом землетрясений и магнитудой существует 

зависимость, называемая законом Гуттенберга-Рихтера (G–R) [66]: 

( )Log N a bm= − ,    (4.2) 
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где m – магнитуда; N – число событий магнитудой равной или большей выбранной 

«m»; a и b – константы, которые зависят от m и N. 

Для определения значений параметров «a» и «b» для каждой из выделенных зон 

автором была собрана база данных по землетрясениям из различных источников 

[1,3,19,27,73], которые перекрывают период в 3000 лет. В таблице 4.1 представлены 

определенные автором на основании полученной базы данных параметры 

сейсмогенных зон. 

 

Таблица 4.1 – Параметры сейсмогенных зон 
Номер 

сейсмогенной 

зоны 

Тип 

механизма 

разлома 

Максимальная 

ожидаемая 

магнитуда 

Минимальная 

ожидаемая 

магнитуда 

Скорость 

деформаций, 

мм/год 

Площадь 

разлома, 

км2 

Глубина, 

км 

1 
Сбросо-

сдвиговой 

5.2 

4.5 

2.1 
15 8-50 (24) 

6.0 85 - 

2 Сдвиговой 
6.5 

2.0 
255 8-50 (24) 

7.5 2110 - 

3 
Сбросо-

сдвиговой 

6.5 
5.7 

255 8-50 (24) 

7.5 2110 - 

4 
Сбросо-

сдвиговой 
5.5 2.3 28 8-50 (24) 

5 
Сбросо-

сдвиговой 

6.0 
3.3 

85 8-50 (24) 

7.0 795 - 

 

В таблице 4.2 представлены полученные автором методом наименьших квадратов 

значения параметров a и b для каждой из зон с указанием 95% доверительного 

интервала. 

 

Таблица 4.2 – Значения параметров a и b для сейсмогенных зон 
Номер сейсмогенной зоны a b 

1 
1.797 0.609 

± 0.166 ± 0.0451 
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2 
2.02 0.658 

± 0.415 ± 0.075 

3 
6.659 1.914 

± 0.717 ± 0.134 

4 
3.511 1.086 

± 0.571 ± 0.1616 

5 
2.416 0.8153 

± 0.668 ± 0.1149 

 

Анализ полученных зависимостей логарифма среднего числа землетрясений от 

магнитуды показал хорошее совпадение с законом Гутенберга-Рихтера (Уравнение 

4.2). Ни у одной из зон не было обнаружено площадки «характерной» магнитуды 

[51] (Рисунок 4.4). 

 

 
Рисунок 4.4 – Зависимость логарифма среднегодового числа землетрясений от 

магнитуды для зоны 3  

 

При проведении вероятностного анализа необходимо подобрать модель 

затухания колебаний в земной коре адекватно отражающую местные условия. В 

общем случае, для создания такой модели требуется информация о пиковых 
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ускорениях грунта во время землетрясений, зарегистрированные несколькими 

станциями, расположенными на разном расстоянии от эпицентров с указанием 

средней скорости поперечной волны Vs30 в грунте под станциями. В случае, если 

такая информация отсутствует, можно воспользоваться готовыми моделями, 

которых на сегодняшний день было предложено большое количество. Так в [139] 

представлено свыше 400 моделей, многие из которых позволяют учесть магнитуду 

землетрясений, расстояние до эпицентра, механизм разлома и скорость поперечной 

волны Vs30 на исследуемом участке. В данной работе автором была использована 

модель S. Akkar (2014) созданная для территории Европы и Среднего Востока 

[30,77]. В таблице 4.3 представлены данные о землетрясениях, использованных при 

создании модели. 

 

Таблица 4.3 – Данные о землетрясениях, использованных для модели S. Akkar 

(2014)  
Минимальная 

магнитуда 

землетрясений 

Максимальная 

магнитуда 

землетрясений 

Скорость поперечной 

волны Vs30 для 

скального грунта, м/с 

Максимальное 

расстояние до 

эпицентра 

Минимальное 

расстояние до 

эпицентра 

4 7.5 
Любая (мало данных 

для Vs30 >800 м/с) 
200 км Нет данных 

 

Дальнейшая оценка сейсмичности района Керченского пролива проводилась 

автором для скального грунта с сейсмической жесткостью 800 т/м·с, что позволяет 

повысить точность при использовании эмпирических моделей затухания 

колебаний в земной коре [125].  

Для учета возможности изменения пикового ускорения колебания скального 

грунта в зависимости от расположения площадки строительства в Керченском 

проливе, автором было рассмотрено несколько точек расположенных вдоль оси 

моста строящегося в данный момент через пролив. На рисунке (4.5) показан график 

зависимости периода повторяемости землетрясений от пикового ускорения для 

точек с наибольшей и наименьшей интенсивностью колебания грунта. 
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Рисунок 4.5 – Зависимость периода повторяемости землетрясений  

от пикового ускорения для наиболее и наименее опасных участков на 

площадке строительства. Вероятность превышения 5% 

 

На рисунке (4.6) показан, полученный автором, график зависимости вероятности 

слабых землетрясений, с пиковым ускорением скального грунта меньше 0.025 м/с2, 

от периода повторяемости для наиболее опасного участка. 

 

 
Рисунок 4.6 – Зависимость вероятности слабых землетрясений от периода 

повторяемости 
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4.2.1. Определение пиковых значений колебания поверхности площадки 

строительства  

Для проверки принятых во время проведения вероятностного анализа 

сейсмичности Керченского пролива допущений, определим значения пиковых 

колебаний поверхности грунта площадки строительства во время землетрясений и 

сравним их со значениями, определенными согласно положениям, 

соответствующих современных нормативных документов. 

В соответствии с требованиями современных нормативных документов по 

проектированию сооружений в сейсмоопасных районах, для определения пиковых 

параметров колебания поверхности строительной площадки следует применять два 

метода: использование нормативных коэффициентов или точное решение с 

использованием линейного или нелинейного методов [146,149,153].  

В нормах Российской Федерации [145] для определения влияния грунтовых 

условий используется «поправочный коэффициент на динамические свойства 

расчетной грунтовой толщи»:  
6551,67 lg

3 2 sVK
 
 
 = ρ      (4.3) 

Значение 655 в числителе объясняется тем, что пиковое ускорение для района, где 

располагается строительная площадка, определяется исходя из балльности данного 

региона на картах ОСР, которые были составлены для референтного грунта с 

сейсмической жесткостью 655 т/м2с. На рисунке (4.7) показан график зависимости 

значения поправочного коэффициента от сейсмической жесткости. В [145] не 

указываются границы применимости данной формулы и возможные погрешности 

в тех случаях, когда сейсмическая жесткость расчетного слоя грунта значительно 

отличается от сейсмической жесткости референтного грунта. В статье [14] было 

показано, что уравнение (4.3) является частным случаем уравнения Цеппритца и не 

учитывает резонансных явлений в грунте, а также оно справедливо только при 

малых приращениях балльности (меньше единицы). Таким образом диапазон 

применимости формулы без учета резонансных явлений составляет: 
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2160 2600 т/м сsV = ÷ρ      (4.4) 

 

 
Рисунок 4.7 – Значение поправочного коэффициента К3 

 

Согласно нормативным документам Eurocode 8: Part 1 и ASCE 7-10, влияние 

грунтовых условий на пиковые значения ускорений, можно определить используя 

нормативные коэффициенты и спектры ответов, которые зависят от категории 

грунта расчетной 30 метровой толщи строительной площадки. Для выбора 

категории грунта необходимо найти среднее значение скорости поперечной волны 

для расчетной грунтовой толщи или, если подобные данные отсутствуют, провести 

стандартное пенетрационное испытание [146,149]. Также данные нормативные 

документы допускают возможность применения линейного или нелинейного 

методов определения напряженно-деформированного состояния массива грунта 

[119]. Зависимость модуля сдвига, коэффициента демпфирования и относительных 

деформаций для линейного эквивалентного и нелинейного методов допускается 

определять по результатам лабораторных испытаний, но также они могут быть 

взяты из научных трудов, с соответствующим обоснованием. 

Для определения параметров колебаний многослойного массива грунта, 

лежащего в основании площадки строительства и опирающегося на упругое 

полупространство, воспользуемся решением, полученным в [18] для массива 
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грунта, лежащего на жестком основании, а также получим уравнение для 

касательных напряжений на поверхности упругого полупространства.  

Запишем уравнения падающей Iu  и отраженной Ru  волн на границе упругого 

полупространства в следующем виде: 

 
( )
( )

I I r

R R r

u u z t

u u z t

= + ⋅


= − ⋅

β

β
,             (4.5) 

где Iu  - падающая волна; Ru  - отраженная волна; rβ  - скорость поперечной волны 

в упругом полупространстве. 

Тогда уравнение для касательных напряжений на границе упругого 

полупространства во временной области примет вид [79]: 

( ) I R
B r

u ut
z z

∂ ∂ = + ∂ ∂ 
τ µ                 (4.6) 

Продифференцируем систему уравнений (4.5):  

I I

r

R R

r

u V
z
u V
z

∂ = ∂
∂ = −
 ∂

β

β

           (4.7) 

Тогда, уравнение (4.6) принимает следующий вид: 

( ) ( ) ( )r
B I R

r

t V t V t= −  
µτ
β

          (4.8) 

Найдем изображение Фурье по времени уравнения (4.8): 

( ) ( ) ( )B r r I Ri u u= −    τ ω ωβ ρ ω ω     (4.9) 

Пусть R B Iu u u= −   . Тогда уравнение (4.9) принимает окончательный вид: 

( ) ( ) ( )1 2N r B r IS u S u+ = − ⋅ + ⋅  τ ω ω ω ,    (4.10) 

где  1B Nu u +=   - перемещение границы упругого полупространства; r r rS i= ⋅ω β ρ . 

Отметим, что выражение ( )2 Iu⋅  ω  представляет собой изображение Фурье 

функции колебания свободной поверхности скального грунта (Рисунок 4.8). В том 
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случае, когда необходимо задать перемещение на границе нижнего слоя 

используется модель с жестким основанием [18].  

 

 
Рисунок 4.8 – Схема колебаний массива грунта 

 

Воспользуемся условием непрерывности касательных напряжений и 

перемещений на границах смежных слоев грунта и запишем уравнение для 

определения напряженно-деформированного состояния слоистого массива грунта, 

с учетом упругих свойств скального основания, в матричном виде: 
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где *j
j

iB =
ω
β

; j j jC B H= . 
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Полученное решение позволяет определять напряженно-деформированное 

состояние всех слоев грунтового массива строительной площадки без 

необходимости применения передаточных функций, используемых во многих 

программах: ProShake, EERA, SHAKE91, DeepSoil [36,60,72]. 

Уравнение (4.11) в отличии от решения, описанного в [18], может быть 

использовано для определения напряженно-деформированного состояния 

слоистого массива грунта в том случае, когда сейсмическое воздействие задано в 

виде сейсмической волны падающей на границу скального грунта лежащего в 

основании этого массива. Функция колебания частиц грунта при распространении 

такой сейсмической волны может быть получена в случае записи акселерограммы 

в точке выхода скального грунта на дневную поверхность (Рисунок 4.8). 

Воспользуемся полученной системой уравнений (4.11) и определим пиковое 

ускорение колебаний поверхности массива грунта в районе Керченского пролива 

(Рисунок 4.9).  

 

 
Рисунок 4.9 – Схема скважины С2-3 с указанием скорости поперечной волны в 

грунте 
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При расчете был использован линейный эквивалентный метод [135,139,140] с 

моделью «GeoIndex Model» [116], которая устанавливает зависимость между 

величиной относительных деформаций и параметрами грунта. Данная модель 

подходит для расчета различных типов грунтов с широким диапазоном 

характеристик, за исключением скального грунта, мощных залежей гравия и 

грунтов с очень высоким индексом пластичности (PI>50).  

Следует отметить, что несмотря на то, что полученное решение в области 

частот (Уравнение 4.11) является точным в рамках принятых допущений, в случае 

использования линейного эквивалентного метода необходимо дополнительно 

«разбивать» каждый слой грунта на подслои, для учета нелинейности деформаций 

и более точного определения их значений внутри каждого слоя. 

Для определения пиковых параметров колебания поверхности строительной 

площадки были использованы акселерограммы 10 землетрясений, эпицентры 

которых были расположены в непосредственной близости от моста через 

Керченский пролив. Для дальнейшего анализа было выбрано среднее и 

максимальное значение 10 пиковых ускорений, полученных в результате 

проведенного расчета. В таблице (4.4) представлены результаты расчетов для 

скального грунта и поверхности массива грунта, показанного на рисунке (4.9), для 

трех значений вероятности превышения в соответствии с картами ОСР-2016. 

 

Таблица 4.4 – Пиковые значения ускорения колебания грунта, определенные в 

результате расчета 

 

Пиковое ускорение поверхности строительной 

площадки, м/с2 

10% 5% 1% 

Средние значения пикового ускорения 2.5 3.1 4.1 

Максимальное значение пикового 

ускорения 
2.8 3.6 5.5 
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Сравним представленные в таблице (4.4) значения пикового ускорения 

колебания поверхности грунта с нормативными значениями, определенными 

согласно картам ОСР-2016 и [145]. В таблице 4.5 представлены нормативные 

пиковые значения. 

 

Таблица 4.5 – Нормативные пиковые значения ускорения колебания грунта 
Карта ОСР - 2016 A B C 

Вероятность превышения 10% 5% 1% 

Период 50 лет 50 лет 50 лет 

Пиковое ускорение (PGA), м/с2 2.0 4.0 4.0 

PGA*K3, м/с2 2.39 4.79 4.79 

 

Сравнение полученных автором результатов расчета показывают 

преимущественно большие пиковые ускорения грунта, чем те, которые получены 

согласно картам ОСР-2016 и [145]. Это связано с тем, что дно Керченского пролива 

сложено слабыми осадочными породами [53], которые усиливают пиковые 

значения ускорения колебаний более чем в два с половиной раза, в том числе в 

результате резонансных явлений, которые не учитываются в случае применения 

коэффициента К3 (Уравнение 4.3) [14]. Таким образом можно сделать вывод, что 

полученный график зависимости вероятности слабых землетрясений от периода 

повторяемости для скальных грунтов в районе Керченского пролива (Рисунок 4.6) 

может быть применен для оценки возможности проведения постоянной пассивной 

вибродиагностики технического состояния мостовых сооружений с 

использованием данных о колебании мостов под действием слабых землетрясений 

в данном районе.  

В качестве примера для дальнейшего расчета был использован трехпролетный 

автомобильный мост, показанный на рисунке (3.2). Параметры расчетного массива 

грунта приняты равными параметрам грунта площадки строительства данного 

моста. В результате серии расчетов было определено максимальное ускорение 

колебания поверхности скального грунта, при котором для данного моста 
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соблюдается допущение о его линейной работе: 0.025 м/с2. В соответствии с 

графиком на рисунке (4.7) вероятность землетрясения с пиковым ускорением 

скального грунта меньше или равным 0.025 м/с2 и периодом повторяемости 

полгода составляет 40%. Таким образом, можно сделать вывод о малой 

пригодности данного типа воздействия для проведения постоянного пассивного 

мониторинга технического состояния мостовых сооружений.  

Следует отметить, что график на рисунке (4.6), учитывает не только 

землетрясения с заданной интенсивностью 0.025 м/с2, но также и с меньшей 

интенсивностью. Таким образом, часть землетрясений окажутся слишком слабыми 

чтобы вызвать регистрируемые имеющимся оборудованием колебания. Таким 

образом, вероятность землетрясений пригодных для проведения мониторинга 

окажется еще ниже. 

4.3. Определение значений модальных параметров мостовых сооружений по 

данным об их колебаниях во время слабых землетрясений 

 Получим уравнение для определения передаточных функций всех точек 

мостового сооружения во время землетрясения. Для этого воспользуемся 

уравнением колебания системы с несколькими степенями свободы и с несколькими 

точками опирания: 

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { } [ ][ ]{ }gM X C X K X F M U u+ + = −   ,  (4.12) 

где [ ]M  - матрица масс; [ ]C  - матрица демпфирования; [ ]K  - матрица жесткости; 

{ }F  - вектор узловых сил; { }X ,{ }X ,{ }X  - вектор относительного ускорения, 

скоростей и перемещений точек системы соответственно; { }gu  - вектор функций 

колебания грунта у каждой точки опирания; [ ]U  - матрица смещения точек 

системы при статическом перемещении опоры  на единицу длины в направлении 

сейсмического движения. 
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В том случае, если функции колебания точек опирания сооружения отличаются 

незначительно справедливо следующее допущение: 

 [ ]{ } 1g gU u u≈ ⋅


  ,      (4.13) 

где 1


 - вектор, элементы которого равны единице. 

Представим уравнение (4.12) в следующем виде: 

[ ] [ ] [ ]{ } [ ] [ ] [ ]{ } [ ] [ ] [ ]{ } [ ] { } [ ] [ ][ ]{ }T T T T T
gФ M Ф Y Ф C Ф Y Ф K Ф Y Ф F Ф M U u+ + = −    (4.14) 

где Y  - обобщенные координаты. 

Введем следующие обозначения: 

{ } [ ] { }f TФ F= ,        (4.15) 

{ } [ ] [ ][ ]{ }g T
gФ M U u= −       (4.16) 

Воспользуемся уравнением (4.14) и запишем уравнение для определения значения 

jY : 

2 2

f g
2

j j
j

j k j k j j

Y
m i

−
=

 − + 

 


ω ξ ω ω ω
,     (4.17) 

где { } ( ){ }f T
j j

P= φ ω ; ,
1 1

g
N S

j nj n ns s g
n s

m U u
= =

=∑∑  φ ; s – номер точки опирания; S – число 

точек опирания моста. 

Тогда изображение Фурье функции перемещения сооружения в точке «a» можно 

представить в следующем виде: 

2 2
1

f g

2

N
aj j j

a
j j k j k j j

X
m i=

 − =
 − + 

∑
 


φ

ω ξ ω ω ω
        (4.18) 

В том случае, если справедливо допущение о том, что реакция сооружения в точке 

«a» на j-й собственной частоте определяется только j-й собственной формой 

колебания, уравнение (4.18) может быть записано в следующем виде: 

( ) ,
1 1 1

2 22

D D S

aj nj n nj n ns s g
n n s

a
j k j k j j

P m U u
X

m i
= = =

 
+  =

 − + 

∑ ∑∑ 


φ φ ω φ

ω ξ ω ω ω
,     (4.19) 
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где D – число степеней свободы системы. 

Значения коэффициентов nsU  при проведении пассивной вибродиагностики 

остаются неизвестными. Поэтому, для определения уравнения передаточной 

функции, предположим, что грунтовые условия точек опирания моста отличаются 

незначительно, а расстояние между ними невелико и, следовательно, 

запаздыванием волны можно пренебречь. В таком случае справедливо уравнение 

(4.13) и тогда уравнение (4.19) можно записать в окончательном виде: 

( )
1 1

2 22

D D

aj nj n nj n g
n n

a
j k j k j j

P m u
X

m i
= =

 
+  =

 − + 

∑ ∑ 


φ φ ω φ

ω ξ ω ω ω
    (4.20) 

Воспользуемся уравнение (4.20) и найдем отношение изображений Фурье 

функций колебания сооружения в точках «a» и «b»: 

aja

b bj

X
X

≈



φ
φ

        (4.21) 

Запишем уравнение передаточной функции в случае, если на сооружение не 

действуют внешние силы: 

1
2 22

D

aj nj n
a n

a
g j k j k j j

m
X H
u m i

== =
 − + 

∑



φ φ

ω ξ ω ω ω
   (4.22) 

Отсюда получим условие для определения значений собственных частот 

сооружения с использованием передаточных функций:  

( )Re 0a jH  = ω                                       (4.23) 

В случае, если на сооружение во время землетрясения действуют внешние силы, 

уравнение (4.22) принимает следующий вид: 

2 2
12

D
aja n

nj nj n
ng gj k j k j j

X P m
u um i =

 
= + 

 − +    
∑

 

  

φ
φ φ

ω ξ ω ω ω
       (4.24) 

Таким образом точность определения передаточной функции зависит от значений 

форм собственных колебания в точках приложения сил и соотношения 

изображений Фурье функции силы и функции ускорения колебания грунта. 
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В общем случае, во время слабого землетрясения, возможны два сочетания 

нагрузок: 

1. на мост действуют транспортная и ветровая нагрузки; 

2. внешними силовыми воздействиями можно пренебречь.  

В первом случае для определения значений собственных частот мостовых 

сооружений могут быть использованы спектры Фурье функций колебания, но не 

передаточные функции. Это обусловлено множественными источниками 

возбуждения конструкции, интенсивность которых сопоставима друг с другом 

(Уравнение 4.24). В таблице 4.6 представлены результаты проведенной серии 

расчетов по определению значений собственных частот сооружения для первого 

сочетания нагрузок. Для каждого расчета использовалась новая акселерограмма 

землетрясений. Функция колебания грунта у каждой опоры моста отличалась 

незначительно. 
 

Таблица 4.6 – Значения собственных частот моста, определенные по спектрам 

Фурье во время землетрясения 

 

Ap = 1.00 A0.   

50 измерений 

Ap = 0.80 A0.   

10 измерений 

1f  2f  3f  1f  2f  3f  

Точное значение 3.43 7.18 20.64 3.53 7.07 19.67 

Среднее значение 2.93 7.19 20.66 2.89 7.07 19.66 

Стандартное отклонение 0.21 0.06 0.06 0.19 0.07 0.07 

Доверительный интервал ± 0.06 ± 0.02 ± 0.02 ± 0.10 ± 0.03 ± 0.03 

Вероятность факта наличия повреждения 

сооружения, % 
- - - <<95 99.9 99.9 

 

Согласно результатам проведенных расчетов, точное определение значений 

собственных частот сооружения возможно только в том случае, если они на 

попадают в диапазон частот 0 – 4 Hz. Это обусловлено характерным для функций 

колебания грунта во время землетрясений распределением спектральной мощности 

по частотам. 
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В том случае, если интенсивность внешних силовых воздействий 

пренебрежимо мала, а функции колебания грунта у каждой опоры моста отличается 

незначительно, для определения значений собственных частот сооружения можно 

воспользоваться уравнением (4.22). В таблице (4.7) представлены результаты 

проведенной автором серии расчетов, согласно которым точность измерения 

значений собственных частот в таком случае несколько выше чем при 

использовании других методов определения модальных параметров и типов 

нагружения. 

 

Таблица 4.7 – Значения собственных частот моста, определенные с использованием 

передаточных функций во время землетрясения 

 

Ap = 1.00 A0.   

40 измерений 

Ap = 0.80 A0.   

25 измерений 

1f  2f  3f  1f  2f  3f  

Точное значение 3.43 7.18 20.64 3.43 7.07 19.74 

Среднее значение 3.43 7.17 20.61 3.42 7.08 19.76 

Стандартное отклонение 0.02 0.01 0.06 0.02 0.01 0.05 

Доверительный интервал ± 0.01 ± 0.01 ± 0.02 ± 0.01 ± 0.01 ± 0.02 

Вероятность факта наличия повреждения 

сооружения, % 
- - - - 99.9 99.9 

 

Уравнение (4.22) было получено в предположении, что функции колебания грунта 

у каждой опоры моста отличается незначительно и, следовательно, справедливо 

уравнение (4.13). Продемонстрируем как данное допущение отражается на 

точности измерений значений собственных частот мостовых сооружений. В 

таблице (4.8) представлены результаты проведенных расчетов, согласно которым, 

можно сделать следующие выводы: 

1. при измерении собственных частот сооружений разницей в грунтовых 

условиях основания опор можно пренебречь в случае, если Vs,30 отличается не более 

чем на 50-100 м/с; 
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2. запаздыванием волны при определении значений собственных частот, даже 

в случае значительного расстояния между опорами, можно пренебречь. 

 

Таблица 4.8 – Измеренные значения собственных частот моста, в случае учета 

различных грунтовых условий и запаздывания волны 

 

Точное 

значение 

Результат 

измерения 

1f  2f  3f  1f  2f  3f  

Запаздывание волны между соседними опорами 

моста, с 

0.05 
3.43 7.18 20.64 

3.44 7.15 20.63 

0.10 3.47 7.15 20.63 

Отличие средних скоростей распространения волны 

Vs,30 в грунте у опор моста, м/с 

50 3.43 6.53 18.60 3.43 6.54 18.61 

100 3.43 5.82 16.50 3.43 5.89 16.57 

 

Важно отметить, что запаздывание волны значительно сказывается на 

точности определения собственных форм колебания сооружения с использованием 

уравнения (4.21) – ошибка может достигать 30% в случае задержки между опорами 

более 0.1 с. Это обусловлено тем, что в уравнении (4.21) используются функции 

относительного перемещения точек системы. Однако в случае запаздывания волны 

между опорами, функции колебания грунта отличаются в разных точках, что не 

позволяет определить относительное перемещение точек системы. Покажем это на 

примере системы с двумя массовыми степенями свободы и двумя точками 

опирания. Изображение Фурье функции в случае запаздывания во времени 

определяется следующим выражением: 

( ) ( )0
0

i tF f t t e f− − = 
ω ω      (4.25) 

Тогда уравнение (4.21) примет следующий вид: 

0

0

,1 11 12 1

2,2 21 22

i t
t j

i t
jt

X U U e

X U U e

−

−

 − +  ≈
 − + 





ω

ω

φ
φ

,             (4.26) 

где tX  - изображение Фурье полного перемещения точки системы. 
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Таким образом, в случае, если значения коэффициентов матрицы смещения точек 

системы [ ]U  неизвестны, воспользоваться уравнением (4.26) не представляется 

возможным. 

4.4. Метод постоянного пассивного вибрационного мониторинга 

технического состояния мостовых сооружений 

При проведении пассивной вибродиагностики мостовых сооружений могут 

быть использованы данные о их колебаниях от целого набора различных 

источников возбуждения. Вместе с тем, состав этого набора в значительной 

степени влияет на тип используемого оборудования, места установки датчиков, 

методики определения модальных параметров и оценки технического состояния 

сооружений. Это означает, что использование методики проведения пассивного 

мониторинга мостов, разработанной для одного сооружения, может оказаться не 

эффективной для другого.  

В главе 1 были выделены три основных подхода при проведении пассивной 

вибродиагностики мостовых сооружений: мониторинг состояния наиболее 

вероятных участков повреждения сооружения, мониторинг общего состояния 

сооружения, мониторинг максимальных реакций сооружения. Как было показано в 

таблице 1.1 каждый из этих подходов обладает рядом недостатков. Однако, в 

случае их совместного применения, можно не только повысить точность 

измерений, снизить число ошибочных срабатываний системы мониторинга, но и 

вместе с тем оптимизировать ее в соответствии с параметрами сооружения и 

набором источников возбуждения колебаний конструкции.  

На основе выделенных трех подходов при проведении пассивной 

вибродиагностики автомобильных мостов, был сформулирован метод проведения 

постоянного пассивного мониторинга: 

1. Создается конечно-элементная модель сооружения. 
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2. Определяются типы источников силового и кинематического воздействия на 

мостовое сооружение, параметры которых позволяют проводить постоянную 

пассивную вибродиагностику. 

3. Осуществляется мониторинг технического состояния наиболее вероятных 

участков повреждения сооружения: 

3.1.Определяются наиболее опасные источники внешнего силового и 

кинематического воздействия на мостовое сооружение. В случае 

расположения моста в сейсмоопасном районе, дается оценка его 

сейсмичности: 

3.1.1.Определяется расположение сейсмогенерирующих источников. 

3.1.2.Определяются параметры сейсмогенерирующих зон. 

3.1.3.Определяются функции затухания колебаний грунта при 

распространении сейсмической волны от источника к площадке 

строительства. 

3.1.4.Строятся графики зависимости вероятности превышения максимального 

допускаемого ускорения колебания грунта ga  величиной a  от времени.  

3.2.Проводится расчет модели мостового сооружения на возможные сценарии 

нагружения. В случае сейсмического воздействия учитываются 

сейсмогенерирующие зоны в радиусе 100 км, а также вариативность 

параметров функций колебания грунта.  

3.3.Проводится анализ возможных повреждений сооружения на основе 

проведенного расчета на этапе 2.2 и построение схемы последовательности 

повреждений. 

3.4.Строятся кривые зависимости вероятности превышения величины предела 

текучести материалов элементов конструкции или максимально допустимой 

величины напряжений при неупругих деформациях nC  при заданной 

величине A , характеризующей интенсивность силового или 

кинематического воздействия  (Рисунок 4.10): 

{ }nk k n kP P D C A= ≥     (4.27) 
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где { }...P  - величина вероятности; D  - величина напряжения в исследуемом 

элементе, при k-м сценарии нагружения; k  - номер сценария нагружения; n – 

номер сценария повреждения (под сценарием повреждения может 

пониматься как повреждение отдельного элемента конструкции, так и 

повреждения различных элементов объединённые по степени 

представляемой ими опасности для сооружения); n  - номер элемента. 

 

 
Рисунок 4.10 – График зависимости вероятности повреждения от величины 

пикового ускорения грунта 

 

3.5.Присваивается соответствующий «вес» каждому из элементов схемы 

последовательности повреждений конструкции и определяются наиболее 

вероятные сценарии повреждения сооружения. 

3.6.Определяются наиболее вероятные участки повреждения сооружения.  

3.7.Определяется чувствительность модальных параметров модели моста к 

наиболее вероятным повреждениям. 

3.8.Дается оценка необходимости осуществления индивидуального мониторинга 

отдельных наиболее вероятных участков повреждения.  

3.9.Определяются типы и места установки датчиков контроля состояния 

отдельных элементов, выявленных на этапе 2.8, а также определяются 
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пределы допустимого изменения их реакций или модальных параметров в 

зависимости от выбранного оборудования. 

3.10.Проводится периодическое измерение реакций сооружения в выбранных 

точках или модальных параметров выбранных элементов. Сравниваются 

текущие значения с максимально допускаемыми, определенными на 

предыдущем этапе. 

4. Осуществляется мониторинг общего состояния мостового сооружения. 

4.1.Проводится периодическое определение значений модальных параметров 

сооружения с использованием данных о его колебаниях под действием 

слабых природных и техногенных воздействий, с целью выявления наличия 

повреждений: 

4.1.1.На балку пролетного строения вдоль ее оси и верх каждой опоры 

устанавливаются трехосевые акселерометры или сейсмометры. В случае 

необходимости более детального контроля состояния опор моста 

устанавливаются дополнительные датчики на теле опоры. 

4.1.2.Ведется запись функций колебания сооружения в двух режимах: 

a. Запись максимальных значений реакций сооружения начиная с 

некоторого минимального порогового значения min ( )R t . 

b. Запись  ведется непрерывно в течении отрезка времени принимаемого 

равным или большим значению  minT , определенному согласно 

следующему уравнению: 

1
minT

f
=
∆

,              (4.28) 

где 0.01f Hz∆ ≤  - частота дискретизации сигнала. 

Значение реакции сооружения не должно превышать максимального 

порогового значения max, ( )linR t , при котором все еще справедливо 

допущение о линейной работе конструкции.  

4.2.Определяются значения модальных параметров сооружения с 

использованием функций колебания сооружения полученных на этапе 3.1: 
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4.2.1.Динамические характеристики вертикальных колебаний балки 

пролетного строения определяются с использованием таких методов как: 

определение положения пиков на графиках спектров Фурье функций 

колебания сооружения, аппроксимация спектров Фурье функций 

колебания сооружения полиномиальной функцией, Stochastic Subspace 

Identification Method (SSI). 

4.2.2.Модальные параметры опор определяются с использованием уравнения 

(3.33). 

Также модальные параметры сооружения могут быть определены с 

использованием уравнений (4.21) и (4.23), в случае сейсмического 

воздействия и малой величиной времени запаздывания сейсмической волны 

между опорами моста. 

4.3.Проводится сравнение текущих значений модальных параметров 

сооружения с эталонными значениями. В качестве эталонных принимаются 

значения, полученные в течении первого полугодия после ввода сооружения 

в эксплуатацию, ремонтных работ или начала мониторинга.  

4.4.Корректируется эталонная модель моста, с целью определения места и 

степени повреждения сооружения. Могут быть использованы такие методы, 

как: метод контроля изменений элементов матрицы жесткости (Уравнение 

3.37), гибкости или передаточных функций. 

5. Производится поправка параметров эталонной модели сооружения, на суточное 

и/или годовое изменение температуры. 

5.1.Определяются значения параметров эталонных линий регрессии графиков 

функций зависимости модальных параметров сооружения от температуры в 

течении первого полугодия после ввода сооружения в эксплуатацию, 

ремонтных работ или начала мониторинга. 

5.2.Корректируются параметры эталонной модели сооружения в соответствии с 

текущей температурой. Данная модель в дальнейшем используется на этапе 

3.4. 
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6. Определяется вероятность того, что отличие статистических параметров 

эталонной модели и сооружения в его текущем состоянии случайность, с 

использованием уравнения (3.5). Делается вывод о наличии изменений 

модальных параметров сооружения и как следствие в параметрах его 

конструкции. В случае положительного заключения переходят к пункту 3.4 

данного метода. 

7. Проводится сравнение максимальных реакций сооружения, полученных на 

этапе 3.1.2 с допустимыми значениями, определенными на этапе 2.9, с целью 

выявления потенциально опасных состояний сооружения. 

8. В случае выявления наличия повреждения принимается решение о возможности 

дальнейшей эксплуатации сооружения в текущем состоянии.  

4.5. Выводы 

1. Исследована возможность применения данных о колебаниях мостовых 

сооружений под действием слабых землетрясений, для проведения пассивного 

мониторинга. Результаты проведенных расчетов показывают, что данный вид 

вибрационного мониторинга малоприменим в связи с редкостью землетрясений 

даже в наиболее сейсмически опасных районах РФ.  

2. Получены уравнения для определения модальных параметров мостовых 

сооружений в случае действия сейсмической нагрузки. Показано, что величина 

запаздывания сейсмической волны между опорами моста, а также разница в 

скорости распространения волны в грунтовом основании опор мало влияет на 

точность определения собственных частот сооружения. 

3. Сформулированы положения нового метода проведения постоянной 

пассивной вибродиагностики мостовых сооружений. Данный метод позволяет 

гибко подстроить систему постоянного пассивного мониторинга мостовых 

сооружений в зависимости от типа источников возбуждения сооружения, 

требуемой информации о состоянии моста и параметров сооружения. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В диссертации на основании выполненных исследований сделаны следующие 

выводы: 

1. Предложен новый метод проведения пассивной вибродиагностики 

технического состояния мостовых сооружений. Данный метод позволяет давать 

оценку технического состояния мостовых сооружений, в случае действия на них 

слабых природных и техногенных воздействий: движение автомобильного 

потока, ветровая нагрузка, давление воды на опоры и слабые сейсмические 

воздействия. 

2. Разработан метод оценки технического состояния опор и опорных устройств 

транспортных мостов, обладающий высокой чувствительностью к наличию 

повреждений, а также, при достаточном количестве установленных датчиков, 

позволяющий определить место и степень повреждения опор мостов.  

3. Предложен метод учета влияния температурных изменений на модальные 

параметры мостовых сооружений. Данный метод основан на предположении о 

малом влиянии слабых повреждений на формы линий регрессии графиков 

зависимости модальных параметров сооружений от температуры, что 

подтверждается проведенными расчетами. 

4. Разработаны методы построения балочных и трехмерных конечных элементов с 

использованием теории, описанной в докторской диссертации Е.Н. Курбацкого. 

Данные методы были использованы при написании программы для определения 

параметров колебаний моделей мостовых сооружений под действием слабых 

динамических воздействий природного и техногенного характера. 

Преимуществами предлагаемых решений являются отсутствие необходимости 

использования нелогичного моделирования континуума и элементов 

конструкции моста, сосредоточенными массами и пружинами, а также тот факт, 

что неизвестными параметрами систем уравнений в первом случае являются 

внутренние усилия и перемещения, а во втором напряжения и перемещения 

граней элементов. 
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5. Выявлена значительная ошибка при определении собственных форм колебания 

мостовых сооружений по данным об их колебаниях во время землетрясений в 

следствии запаздывания волны между опорами: ошибка может достигать 30%.  

6. Использование допущения о постоянной спектральной мощности функций 

внешних силовых воздействий при проведении пассивного мониторинга, 

снижает точность измерений и затрудняет обнаружение наличия слабых 

повреждений при малом числе измерений.  

7. При проведении вибрационного мониторинга технического состояния 

мостовых сооружений учет влияния температуры на их модальные параметры 

является обязательным: влияние температуры на собственные частоты может 

достигать 15% и более. В некоторых случаях, при отрицательных температурах, 

данное изменение происходит скачкообразно. 

8. Определение значений модальных коэффициентов демпфирования мостовых 

сооружений с точностью достаточной для оценки их технического состояния 

при проведении пассивного мониторинга затруднительно. 

9. Использование данных о колебаниях мостов под действием слабых 

землетрясений в сейсмоопасных районах, для проведения пассивного 

мониторинга, возможно только в случае совместного использования этих 

данных с данными о колебаниях сооружений под действием других типов 

слабых воздействий.  

10. Перспективами дальнейшего развития темы диссертации являются 

исследование возможности проведения пассивного мониторинга 

железнодорожных мостов с использованием математических моделей, 

позволяющих учесть жесткость подвески и массу проходящего транспорта, а 

также учет, при проведении пассивной вибродиагностики, тех элементов 

мостовых сооружений, которые не включаются в работу при слабых 

динамических воздействиях. 
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